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АННОТАЦИЯ 

Квига посвящена систематическому изложе- 
нию важной главы нелинейного функционального 
анализа. В книге развиваются методы исследования 
уравнений, содержащих существенные нелиней- 
HOCTH и, в частности, уравнений, которые могут 
иметь много решений. Методы, развитые в книге, 
уже нашли разнообразные приложения в задачах 
теории волн, в задачах о формах потери устой- 
чивости упругих систем, в задачах геометрии 
в целом, в теории периодических решений урав- 
нений нелинейной механики, в теории иелинейных 
краевых задач и др. 

Книга рассчитана на студентов старших кур- 
сов, аспирантов и научных работников в раз- 
личных областях математики, механики, связанных 
с необходимостью решать и исследовать пелиней- 
ные задачи.
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В настоящей книге развиваются методы исследования 
ряда вопросов, связанных с положительными решениями 
различных задач. Эти вопросы возникают во многих разде- 
лах математики. В связи с этим общие результаты, получен- 
ные в терминах функционального анализа, иллюстрируются 
приложениями к нескольким задачам: к первой краевой за- 
даче для квазилинейных эллиптических уравнений, к нели- 

нейным интегральным уравнениям, к нелинейным колебаниям, 
к задаче о точках бифуркации, к теории уравнений 
Монжа — Ампера и др. Приложения основаны на специаль- 
ных построениях и используют свойства функций Грина‘ 
различных дифференциальных операторов. Приведенными 
в книге примерами приложения, конечно, не исчерпываются; 
в настоящее время, например, изложенные методы получи- 
ли приложения в задачах теории волн, в теории упру- 
гости и др. 

В книге изложены методы доказательства существова- 
ния положительных решений. Указаны специальные приз- 
наки единственности положительного решения. Изучена 
зависимость решений от параметров. Рассмотрен вопрос 
о сходимости последовательных приближений к положитель- 
ным решениям. Все эти вопросы потребовали выделения 
новых классов операторов. Изучение этих классов операто- 
ров в свою очередь привело к установлению новых фактов 
геометрии конусов в банаховых пространствах. 

Для чтения книги нужны знания основ функционального 
анализа в объеме обычного университетского курса (напри- 
мер, первые главы курса Л. А. Люстерника и В. И. Собо- 
лева [1] или книги Г. Е. Шилова [1]; все понятия, связан- 
ные с полуупорядоченными пространствами, в книге под- 
робно описываются. В ряде мест применяются элементарные 
понятия комбинаторной топологии.
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Наиболее важные разделы книги были изложены # цикле 
докладов на семииаре по функциональному аиализу в Воро- 
нежском государственном университете. Мне приятно отме- 
тить, что в книге использованы отдельные соображеиия 
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ГЛАВА 1 

ПРОСТРАНСТВА С КОНУСОМ 

В этой главе вводится понятие конуса в банаховом про- 
ранстве. При помощи конуса в пространстве определяется 

foorsouein полуупорядоченности. 
Различные свойства полуупорядоченности определяются 

еометрическими характеристиками конусов. В связи с этим 
главе выделяется ряд классов конусов; указываются при- 

рнаки принадлежности конуса тому или иному классу и т. д. 

$ 1. Основные определения 

1. Коиусы. Пусть Е, как обычно, — вещественное бана- 
ково пространство. 

Множество КсЕ называется конусом, если выполиены 
следующие условия: 

а) множество К замкнуто, 
6) из "" vEK вытекает, что ЕК при всех 

а, В >. 0, 
8) из каждой пары векторов (точек) x, — x по крайней 

мере один не принадлежит К, если x #96, где 9 — нуль 
пространства Е. 
| Из свойства б, в частности, вытекает, что конус К. яв- 
ляется выпуклым множеством. 

Конус называется телесным, если он содержит внутрен- 
ние точки. Конус называется воспроизводящим, если каж- 
дый элемент ХЕЕ можно представить в виде: 

х=и— © (и, ЕК). (1.1) 

В представлении (1.1) элементы ий и UV определяются не- 
однозначно. Каждый телесный конус — воспроизводящий; 
пействительно, если 9, — внутренний элемент конуса, TO
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элемент и=®--рх при достаточно малом р> 0 будет 
принадлежать конусу, а это значит, что элемент х пред- 
ставим в виде 

le
 

x= 

oo” 

Uo 

р ge
 

то есть в виде (1.1). 
Простейшими примерами конусов являются совокуп- 

ности К, неотрицательных функций в пространствах С 
(пространство функций непрерывных на ограниченном замк- 
нутом множестве) и Ё, (пространство функций, суммируемых 
с р-йЙ степенью на огравиченном множестве). Нетрудно видеть, 
что конус неотрицательных функций в пространстве С теле- 
сен — функция иу()== 1 является внутренней точкой этого 
конуса. В случае пространств С, конус неотрицательных 
функций не будет телесным, но будет воспроизводяшим, так 
как каждую функцию х(РЕЁ, можид представить в виде 

x(f)= x, @)— x_ (4), 

rae x(t), ecan x(t)>0, 
х+ (0) =| 0, ecan x(f)< 0, 

" 0, если х(Г) >20, 

х- (= | —x(f), ecm x(f)< 0, 

причем х, (#), х_(Р) неотрицательны и принадлежат L,. 

Рассмотрим теперь пространство С непрерывных функ- 

ций на отрезке [4,6] и выделим в нем совокупность Ку 
неотрицательных неубывающих функций. К, будет конусом; 
этот конус не является воспроизводящим, так как в виде 
разности двух неубывающих функций могут быть представ- 
лены лишь функции ограниченной вариации. 

2. Конус К(Р). Укажем один общий метод построения 
конусов в банаховых пространствах. 

Пусть РЕ — ограниченное, замкнутое и выпуклое множе- 
ство, не содержащее нуля @ пространства Ё. Обозначим 
через К (Р) совокупность всех элементов хХЕБ, допускаю- 
щих представление х-==#2, где Ё>0 и 2ЕР. Покажем, 
что К (Р) является конусом. 

Пусть и, ЕК (Р) (п=1, 2, ...) и Пи, —9|->0, 0 + 9. 
Каждый элемент и„ представим в виде и, =Ё.2„, где 2.Е Р. 
Очевидно, сушествуют такие положительные постоянные т
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и М, что т < ||2„|< М. Поэтому числа Ё, ограничены снизу 
и сверху подожнтельными постоянными. Выберем из после- 
довательности {, сходяшуюся подпоследовательность м, пре- 

дел которой fy ener положительным числом. Очевидно, 

т |< — bn, | = | 4a, — a 

° 
откуда вытекает, что — vG@F. Следовательно, ©ЕК(Р.). 

0 

Мы показали, что К (Р) является замкнутым множеством. 

а 2, 2.ЕР. Пусть я и В — произвольные положительные 
числа. Очевидно, 

a _ 
аи Г Во — (ай + bt» [ata +i и, at, + Ble 2 :|. 

Элемент, выписанный в квадратных скобках, принадлежит Р. 
Поэтому выполнено условие б. 

Нам осталось проверить условие в. Допустим, что это 
условие не выполнено. Тогда найдется такой элемент 2, ЕР, 
что —#2ЕК (Р) при некотором В > 0. Это значит, что 

— 102 — 12), 

  

  

где { >0, дЕР. Из последнего равенства вытекает, что 
bo 

Мы пришли к противоречию. 
3. Полуупорядоченность. Пространство Е называется 

полуупорядоченным, если для некоторых пар элемен- 
Top x, YEE определено соотношение х < у и если знак < 
обладает обычными свойствами знака <. Речь идет о сле- 
дующих свойствах: 

|) из х<у вытекает, что &х <Фу при >20 и tx Sty 
при < 0; 

2) из х<уи у<х вытекает, что х==у; 
3) ху, и х. < у» вытекает, что хх < у У; 
4) из х<хуиусх< = вытекает, что хх г. 
Полуупорядоченность в банаховом пространстве ЕЁ с ко- 

нусом К вводится следующим образом: пишут х < у, если 
у—хЕК. Свойства 1, 3 u 4 вытекают из условия 0; свой- 
ство 2—из условия в (предоставляем читателю покз- 
зать это). oe
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Из условия @ вытекает еше одно важное свойство полу- 
упорядоченности, определенной при помощи конуса: 

5) в неравенствах можно переходить к пределу: если 

1х, — х|->0, |5, — 1-0 и x,<y, (WELD...) 
то х<у. 

Если К — это конус неотрицательных функций в про- 
странстве С или [, (или другом пространстве функций), 
то соотношение полуупорядоченности приобретает простой 
смысл: х(Ё) < y(f), ecan x(f)< y(t) при всех (или почти 
всех — в случае пространства L,) значениях Г. 

4. Вспомогательные леммы. Пусть хо и ®— произ- 
вольные фиксированные элементы пространства Е, полуупо- 
рядоченного при помоши конуса К. Рассмотрим совокуп- 
ность П элементов х вида 

X == х- № (— со < tf < 00). (1.2) 

Если ©, = 6, то все элементы (1.2) не могут принадлежать 
конусу К, так как в противном случае элементы 

х 
TE 1% 51епЁ принадлежали бы К при сколь угодно боль- 

ших | и в силу замкнутости К элементы бу и —® при- 
надлежали бы К. 

Доказанное утверждение имеет простой геометрический 
-смысл: пикакая прямая (1.2) не лежит полностью в конусе. 
Из выпуклости конуса вытекает, что множество тех значе- 
ний #, при которых элемент (1.2) принадлежит конусу (если 
такие Ё существуют), либо образует конечный сегмент [4 f,], 
либо один из полубесконечных промежутков (— со, &}] или 
[, со). Нетрудно видеть, что случай промежутка [f), 00) 
может быть лишь тогда, когда 9%, ЕК, а случай промежутка 
(— со, К] —когда — 9,6 А. Приведенные рассуждения 
приводят пас к следующим леммам: 

Лемма 1.1. Лусть щЕК, ХЕЁЕ. Тогда из х < 1 
вытекает, что х «ти при всех 1 Ё. 

Лемма 1.2. Пусть щЕК. Пусть для элемента 
\ ^ -хЕЕ можно указать такое &, что хи щ. Тогда су- 
; ществует наименьшее Ё, при котором х < 

Лемма 1.3. Лусть щЕК. Пусть для элемента хЕЕ 
можно указать такое [, что х> — Ци. Тогда суще- 
^твует такое наименьшее +, при котором х > — 4.
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$2. Нормальные конусы 

1. Определения. Конус К называется нормальным, если 
существует такое 8>0, что |е, + е| >68 при е, ев. СК и 
Не, || == |е5|| =1. Конусы неотрицательных функций в рас- 
смотренных выше примерах пормальны *). 

При изучении нормальных конусов будет использовано 
важное понятие и,-нормы, которое, впрочем, будет приме- 
нено далее и в других задачах. 

Пусть и, — некоторый фиксированный ненулевой элемент 
из конуса К. Элемент хЕЁЕ будем называть 4\-измеримым, 
если найдутся такие неотрицательные числа В и &, что 

— ty <x < byly. (1.3) 
Нижнюю грапь чисел Ё обозначим Yepes a(x), uNCeA fy — 
через В(х). В силу лемм 1.2 и 1.3 

— 4(X) Uy CX CP(X) MH, (1.4) 
причем при всех ¢f, > a(x), Ь > 8(х) будут выполнены не- 
равенства (1.3). 

Совокупность всех ц)-измеримых элементов хХЕЁЕ обо- 
значим через Е. Очевидно, Еш, является линейным множе- 
ством, его можно превратить в нормированное простран* 

ство, если положить 

|||, == млах (а (х), В (х)}- (1.5) 

Проверка аксиом нормы не представляет труда, и мы пре- 
доставляем ее читателю. Норму (1.5) в дальнейшем будем 
называть и, -нормой. 

Пусть элемент х* удовлетворяет неравенствам 

ой, <x" < Bott (%, Bo > 0). 
Тогда каждый &-измеримый элемент ХЕЕ будет х*-изме- 
римым и, наоборот, каждый х“-измеримый элемент будет 
и,-измерим. Таким образом, в рассматриваемом случае Ев, 
и Ех* состоят из одних и тех же элементов. Нетрудно ви- 
деть, что и -норма и х“-норма при этом эквивалентны. 
  

*) Конус неотрицательных функций в пространстве С, непре- 
рывно дифференцируемых на [а, 6] функций х (Е) с нормой 

1х (О1с, = шах! х (6) | шах х" (0) 

свойством нормальности не обладает. 

2 Зак. 2918, М. А, Красносельский
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‚ 2. Признак нормальности конуса. 
age Теорема 1.1. Для нормальности конуса К необхо- 

< димо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство 

Их < М] х|, [У СЕВ, УЕК, y #0), (1.6) 

где постоянная М не зависит ни от х, ни от у. 
Доказательство. Пусть конус К нормален. Пред- 

положим, что нельзя найти такую постоянную М, при кото- 
рой выполнено условие (1.6). Тогда можно указать такие 
последовательности х,Е Ву, У,СК, что 

аж 8 @=Ь о...) 
откуда вытекает, что | | 

Уп Xn Уп 
  
  — < < . 

ППУ, < [И > "|| Е 

Следовательно, элементы 

в. = Xn Уп __ Xn Yn 

pte 8 Г отр’ "о Тк ПЕ 
у, принадлежат К. Из нормальности конуса вытекает, что 

er 

    

> (1 == 1, 2, ...), 

    

tent Ter, 
где $ — некоторое положительное число. Но непосредствен- 

ный подсчет показывает, что 

  
  

   

En An _ 2¥n АЕ 

Та К = ЕЕ К 
и так как 

<! lh. | |p 2 а М1, Пе - ИЕ <, 

TO 

4 ent eg, <a 
откуда 

| ha 
lim — 0. 

    

    

En 

ln, dale le n->oco 

~» 
Мы пришли к противоречию. 7; 5+ 0)
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В обратную сторону теорема доказывается совсем просто. 
‚ Пусть выполнено условие (1.6) и пусть х, УСК, ||х||==|у||==1. 
‘Torna 

Ix le <M xleyl e+ ye: (7 Ly 
Ho 8<xcx-+y, ми Wa 1. Поэтому ен 

(1.8)        
откуда следует, что 

НУ ay 

Теорема доказана. | 
’ Неравеиство (1.6), в частности, означает, что перво- 
начальная норма в пространстве Е всегда подчинена каждой 
и,-порме, если только конус К нормален. 

Если конус К не обладает свойством нормальности, то 
можно указать такой элемент ШЕК, что |х|- не подчинена 
и)-норме. Действительно, если К не обладает свойством 
нормальности, то можно построить такие последовательности 

Xe ЕК, ху! = 0,...), 
ЧТО 

у,  (и=1 0...) 
положив тогда 

со 

uy — x n(x, + У»), 

n= - 

получим очевидные неравенства 

0<x,< tu (и=10,...), 

из которых вытекает, что 

1 1 
о <= | МЕ: 

Построенный пример не противоречит тому, что при 
‚ специальном. выборе элемента и, обычная норма будет под- 
чинена и,-норме, несмотря на то, что конус К не обладает 
свойством нормальности. 

Изложенные в этом пункте соображения имеют простую гео- 
метрическую природу. Пусть Т — центрально-симметричное 

2%
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выпуклое множество в линейном пространстве Е, при- 
чем Т не содержит полностью ии одной прямой fx 
(—со < Ё< 05). Через Е(Т) обозначим совокупность таких 

элементов хЕЁ, что > ЕТ при некотором ̂  >> 0. Через |х|; 

2. gs Xx 
обозначим 1пИтит таких ^ > 0, при которых С Т. Можно 

проверить, что |х|; удовлетворяет всем аксиомам нормы. 
Поэтому Е(Т) можно рассматривать как нормированное 
пространство. 

Допустим, что рассматриваются два центрально-симме- 
тричных выпуклых множества Т, и Т, причем T, Cc 7). 
Из приведенного выше определения вытекает тогда, что 
ЕСГ,) с ЕСТ,), причем 

1х [|  (%ЕЕ(Т)). 

Если Г. = АТ, (в том смысле, что Т, состоит из элементов 
вида Ах, где хЕТ,), то, очевидно, 

Е (То) — E(7;) 

Жи = Ах, =. 

Пусть теперь Р, и Р. — произвольные выпуклые цен- 
трально-симметричные множества. Из проведенных выше 
рассуждений вытекает, что включение РА, < Р. влечет под- 
чиненность нормы | х!„ норме |х|„. Справедливо и обратное 
утверждение. 

3. Монотонные и полумоиотонные нормы. Норму в про- 
странстве Е с конусом К будем называть полумонотонной, 
если для любых элементов х, УСК из х<у вытекает, 
что |х||< Nily||, rae М — некоторое постоянное число. 

Норму будем называть монотонной, если из 0%х<у 
вытекает неравенство |х|<|уУ|. Нетрудно видеть, что 
норма в пространствах С и Д, по отношению к полуупоря- 
доченности, порожденной конусом неотрицательных функций, 

монотонна. 
Теорема 1.2. Полумонотонность нормы является 

необходимым и достаточным условием нормальности 
конуса.
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Доказательство. Пусть конус К нормален. Тогда 
‚для любых х, УСК, х<у, в силу теоремы 1.1 

РБ < МГУ Е < М, 
так как |х|, < 1. 

Пусть, наоборот, норма полумонотонна. Тогда |х|< 
1 

<М№М]х- у| при х, УЕК и, следовательно, |х-- у|72-у 

при х, УСК, |х|-=у|==1. 
Теорема доказана. 
Как уже отмечалось, конусы неотрицательных функций }; 

в пространствах С и Ё, нормальны, что можно проверить 
непосредственно. Нормальность этих конусов вытекает и из 
теоремы 1.2. 

Выше ($ 1, п. 2) были введены в рассмотрение конусы 
К (ЕР). Эти конусы также нормальны (мы ниже получим этот 
факт как очевидное следствие теорем о правильных конусах). 

Заметим еще, чт9_ теоремы 1.1 и 1.2 сохраняют силу, 
если рассматривать конусы в нормированных пространствах, 
не обладающих свойством полноты. 
златом 

$ 3. Пространство Ех, 

1. Примеры. В п. 1 предыдущего параграфа были вве- 
дены в рассмотрение #5-нормы и пространство Е„. Приведем 
примеры. 

Пусть Е — это пространство L, функций, суммируемых 
с Рр-Й степенью (1 < р< сэ) на ограниченном множестве Q, 
К — конус неотрицательных функций. Выберем в качестве #5 
функцию, тождественно равную 1. Тогда иу-измеримыми бу- 
дут все ограниченные по модулю фуикции, то есть Ец, сов- 
падает с СД»: 

1х, = (1 == Утаймах | х (#)|. (1.9) 
со 169 

Так как в рассматриваемом примере конус К нормален, то 
в силу теоремы 1.1 

ГЕ < М1 хм; 
впрочем, последнее неравенство вытекает и из (1.9); 

I 

ix Ol, < (mes 2)? |x(A)],,,.
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Пусть снова Е =Ё, и К — конус неотрицательных функ- 
ций. Пусть #9 == и (#) = [и (®|Е Ср, где р, >. р. Очевидно, 
и-измеримыми будут такие функции х(Г), для которых 

|< (06| < аи (6, (1.10) 
причем иу-нормой будет наименьшее а, при котором выпол- 
нено неравенство (1.10). Для функций х(1), удовлетворяю- 
щих неравенству (1.10), выполняется также очевидное нера- 
венство 

1%, = 1 J |x (|? и” < <а|щ |, 

откуда следует, что 

15, <, |*@],  СФЕЕ,,. 
Таким образом, из сходимости по &-норме вытекает в рас- 
сматриваемом случае сходимость в Ё„, и тем более в самом Г; 
последнее заключение можно было бы получить и на осно- 
вании теоремы 1.1. 

В качестве последнего примера рассмотрим простран- 
ство С непрерывных иа ограниченном замкнутом множестве 
функций с конусом К неотрицательных функций. Если 
ti, (ft) =1, то &\-норма будет обычной нормой пространства С. 
Если, например, ® == [0, 1] и (1) =#1— 8), то щ-изме- 
римыми будут такие функции х ([), для которых 

|x (| <at(i—#), 
причем наименьшее а является #-нормой функции х (1); по- 
следовательность функций х„(Ё) будет, очевидно, сходиться 

по #\-норме, если функции у Сходятся в Ё о. Из схо- Xn 
#(1—? 

димости по #-норме вытекает в силу теоремы 1.1 сходи- 
мость в пространстве С; этот факт легко получить и непо- 
средственно, так как 

1, 
Ix Ole <I¥ Ol, maxt—)=FleOL, CY 

2. Полнота пространства Ех. 
Теорема 1.3. /Лусть конус К нормален. Тогда про- 

странство Е, полно по щ-норме.
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Доказательство. Пусть последовательность х„Е Е», 
‚ (п=1, 2,...) фундаментальна по &-норме. 
‚ В силу (1.6) эта последовательность будет фундаментальна 

и по обычной норме пространства Е и, следовательно, най- 
дется такой элемент х“”, что |х„—х|-->0. Фундаменталь- 
ность последовательности х„ по -норме означает, что при 
каждом п 

— 210 © Хит — Хе (т —1, 2, ...), 

где г„—>0. Переходя к пределу при т—> со, получаем со- 
отношения. 

x 
— 2.0 < Х” — Хе. 

_ Следовательно, х"ЕЕи, и | х"— х„|, «аи. 
Теорема доказана. 

Допустим, что конус К телесен и и, является внутрен- 
ним элементом конуса. Обозначим тогда через р радиус шара 

с центром в #‹;, лежащего полностью в К. Очевидно, для 
любого хСЕ будет выполняться неравенство 

х 
— <P TS Ugs 

откуда следует, что 

  

Е Е 
Xx i р 0 ^ > р 0 

whl, <del. 
Таким образом, в рассматриваемом случае й‚-норма под- 

чинена обычной норме. 
Нетрудно видеть, что справедливо и обратное утвержде- 

ние: если Е, =Е и щ-норма подчинена обычной норме, то 
конус К телесен и и; — внутренний элемент К. 

3. Конус Аи.. Введем обозначение К», —=К ПЕ, Оче- 
видно, К», удовлетворяет условиям б и в определения ко- 
Hyca. | 

Лемма 1.4. Лусть х“ЕЕ, и x*EK. To2zda x* не 
является предельным элементом для Ки, по п\-норме. 

Доказательство. В предположении противного най- 
и дется такая последовательность x,€ K, ro SX 

и и —*' <=. Тогда х+ ЕК и х*ЕК в силу замкну-
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тости К. Мы пришли к противоречию и этим лемма до- 
казана. 

Эта лемма означает, что К» является замкнутым по 
и-норме множеством в Е„,. Отсюда и из теоремы 1.3 выте- 
кает, что Ки, является конусом в банаховом пространстве Ви, 
если К является нормальным конусом в Е. 

Лемма 1.5. щ-норма монотонна на Е, 
Доказательство. Пусть 0 < х<у. Тогда 

откуда следует, что [% |, ЗУ. Лемма доказана. 
Подчеркнем, что в условиях леммы на конус К никакие 

ограничения не накладывались. 
Из доказанных лемм вытекает, что К, является нор- 

мальным конусом в пространстве Ех, если К нормален. При 
этом Ки является телесным конусом. Более общее утвер- 
ждение приводится в следующем пункте. 

4. Конус Ки. Если конус К не обладает свойством 
нормальности, TO E, может не обладать свойством полноты 

по й,-норме. Обозначим в этом случае через К„, замыка- 

низ Ка, В пространстве Е, полученном из Ех, пополнением 
по #,-норме *). В силу леммы 1.4 

Ku, п Ey, = Kua, 

Лемма 1.6. К, является конусом. 
Доказательство. Условие б (см. стр. 13) определе- 

ния конуса вытекает из справедливости этого же свойства 
для Ки, при помощи предельного перехода. 

Покажем, что выполнено свойство в. В предположении 
противного существуют такие последовательности Х„, у С Кь 
(n==1, 2,...), 4TO 

м0, Ye x", > 9, 
  

*) Если E=C, (см. сноску на стр. 17) и шо (1) =1, то ЕЁ, не 
обладает свойством полноты по и.-норме, совпадающей с нормой 
в пространстве С. Пополнение до Ё, можно произвести, присоеди- 
НЯЯ К Ё,, все непрерывные функции,
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где х’С Е, [x*],, > 0. Orciona 

| Xn Yn La 0, 

и в силу леммы 1.5 

|x — 0, | Yn |, > 0. п |, 

Но тогда х* —=0, и мы пришли к противоречию. 
Лемма доказана. 

Определим в пространстве Е’, полуупорядоченность при. 

помощи конуса К. Напомним, что Е, =Еш и Ки= Ки, 

если конус К нормален. 
В силу леммы 1.4 полуупорядоченность, определенная 

на Е„, при помощи конуса К», совпадает с той полуупоря- 
доченностью, которая была введена при помощи конуса К. 

Теорема 1.4. Конус Ки нормален и телесен в про- 
странстве Ен; й-норма монотонна по отношению к по- 

луупорядоченности, определенной конусом Ки. | 
Доказательство. Если |х —щ |, < Ги ХЕЁ, то 

— hy KX — Wy Ky, OTKyAa x SO, TO есть хЕКи,. Пре- 
дельным переходом приходим к выводу, что шар единич- 
ного радиуса по #,-норме с центром в точке и, полностью 

лежит в Кш. Телесность конуса К доказана. 
Докажем теперь, что &%y-HOpMa MOHOTONHA. Отсюда в силу 

теоремы 1.2 будет вытекать нормальность конуса Ки. 

Пусть х <у, где х и у — произвольные элементы из Ки,. 

и и 
Элементы х{- и y+ —> будут внутренними точками 

конуса Ки. Поэтому при каждом фиксированном п можно 
построить такие элементы хи у, из Ки», ЧТО 

(1.12) 

  

Ш, 

  

<a < ии | < 

  

lg 

Из последних неравенств, очевидно, вытекает, что 

  —(x+2—x, ) < 2 У — <, (1.13)
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причем в последних соотиошениях полуупорядоченность оп- 

ределена конусом Ки. Из (1.13) и из х < у вытекает, что 

и 2и 
х их — (хх, ух < 

24 ке (у) < yg +, 

  

mpHuem x, UY, 

Yn = Eto —Xy Е Ки. 

Отсюда следует неравенство 

к, < (>, 2) 

                         в силу чего 

то есть 

2 
| Xn | < | Yn le + ° 

Но тогда в силу (1.12) 

В <= — 

  

    
Кр ++ <Iyy, +2. a4 

Переходя к пределу в (1.14) при п-—>со, получим не- 
равенство 

[SEM te, 
Теорема доказана. 

$ 4. Линейные положительные функционалы 

1. Положительные функционалы. Функционал (Хх), 
определенный на конусе К (или на его части), называется 
положительным, если }(х) > 0 при хЕК. Функционал f (x) 
называется монотонным, если f(X,)< f(x.) при x, < xX, 

(1, X2EK). 
Простейшим примером мопотонного функционала в слу- 

чае пространств с монотонной нормой является норма эле- 
мента. В силу теоремы 1.4 монотонным функционалом на Ки, 
является #-норма.
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Наиболее важным классом положительных функционалов 
являются линейные положительные функционалы, то есть такие 
определенные на всем пространстве Е функционалы /(х), что 

f (ax + By) = af (x) + BF (y) 

1(%) 20° (хЕК). 

Каждый линейный положительный функционал очевидным 
образом монотонен. 

Напомним некоторые общие теоремы о линейных функ- 
ционалах в банаховых пространствах. 

Пусть /(х) — линейный непрерывный функционал, опре- 
деленный на Е. Через С {{ =‹с]} обозначим гиперплоскость, 
состоящую из таких хЕЁ, что }(х)==с. Гиперплоскость 
С (==с] разбивает все пространство на два замкнутых 
полупространства Е (У 2 с} иЕ {< с}, на которых функ- 
unoHan f(x) принимает соответственно значения, не меньшие 
чем Сс и не большие чем с. Гиперплоскость С {1==с] при- 
надлежит при этом обоим полупространствам. Имеет место 
формула 

If) —el=[flle(, G{f=c}), (1.15) 
которая аналогична обычной формуле аналитической геоме- 
трии, по которой определяется расстояние от точки до пло- 
скости. Пусть Г, и Г›-— два выпуклых множества. Пред- 
положим, что Г, телесно, то есть имеет внутренние точки, 
причем все внутренние точки множества Г, не принадлежат То. 
Оказывается, что в этом случае можно построить такую 
гиперплоскость С, что выпуклые множества Т;, и Т. будут 
лежать в разных замкнутых полупространствах, на которые 
делит пространство Е гиперплоскость С. Аналитически 
последнее утверждение можно формулировать так: суще- 
ствует такой линейный непрерывный функционал ХД(х), что 
Фес при хЕТ, и Г[(х) < с при хЕТ.. В силу (1.15) 
значения функционала f(x) будут отличны от с, если х 
является внутренней точкой Т,. 

Пусть К — конус в Е. Если ж% ЕК, то в силу замкну- 
тости К найдется такой шар |х — хо || < р, который не имеет 
общих точек с К. В силу сформулированного выше утвер- 
ждения найдется такой линейный непрерывный функцио- 
нал f(x), что /(х)2с ьри хЕК, где с-— некоторая
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постоянная. Но тогда }(пх) > с при любом В, То есть 

с 
Л(х) > =, 

откуда вытекает, что 
1 (х) > 0. 

Таким образом, существуют линейные положительные 
функционалы. 

Оказывается, что имеет место более сильиое утверждение: 
для каждого ХК (х-=29) можно указать такой положи- 
тельный линейный непрерывный функционал f(x), что 
Л (Хо) > 0. 

Если пространство Е сепарабельно, то можно построить 
такой линейный непрерывный функционал / (х), что / (хо) > 0 
для всех ХЕК, х-9. 

_ Отметим еше один факт. Если конус К телесен, то 
из положительности аддитивного однородного функционала 
вытекает его непрерывность *). 

2. Равномерно положительные функционалы. Положи- 
тельный линейный функционал }(х) назовем равномерно 
положительным, если существует такое положительное а, 
что 

f(x) > a|| || (x€ K). (1.16) 

В пространстве [, суммируемых на некотором множестве © 
функций с конусом К неотрицательных функций равномерно 
положительным будет функционал 

1 = f x(t) dt, 
R 

так как /(х)=|х| при хЕК. 
В пространствах Ё„, где р > 1, нет равномерно положи- 

тельных (на конусе К неотрицательных функций) липейпых 
функционалов. Предположим противное — предположим, что 
для некоторого функционала /(х) выполнено условие (1.16). 
Разобьем множество ® на П частей ®,, &, ..., 2, onnna- 
  

*) Доказательства утверждений, приведенных в этом пункте, 
читатель может найти в статье М. Г. Крейна и М. А. Рутмана [1]. 
Последнее утверждеиие пункта допускает обобщение: из положн- 
тельностн аддитивного однородного функционала вытекает его не- 
прерывность, если конус воспроизводящий (см. сноску на стр. 65}.
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ховой меры и определим функцию х, (В, Хо (@), ..., X, (4) 
завенством 

1 

x, (= n?, если 12%, (—=1,2,..., П), 

0, если #€2, (ix1,2,..., 2). 
)чевидно, 

1 
|x, (A I, = (mes 2)? (i= 1, 2,..., a). 

тогда в силу (1.16) 

f(x) >a(mesQ)? (1=1,2,..., п) 
п 1 I 

fxj)=f +S x, > an’ P (mes р, 

‘ ne 1 

‘де х*(В==1. Последнее неравенство противоречит конеч- 
joctn f(x"). В пространстве С непрерывных функций также 
чет равномерно положительных линейных функционалов 
по отношению к конусу неотрицательных функций). Не- 
“рудно дать прямое доказательство этого утверждения. Далее 
но будет получено как простое следствие общих теорем. 

3. Конусы, допускающие оштукатуривание. Будем гово- 
‚ить, что конус К допускает оштукатуривание К\, если 
ложно указать такой конус К., что каждый непвулевой 
злемент Х,СК является внутренней точкой конуса К} и, 
золее того, лежит в конусе К, вместе с шаровой окрест- 
чостью радиуса 5|!х |, где ВР не зависит от элемента х.. 
<onyc K, мы иногда будем именовать оштукатуренным 
сонусом К. 

Теорема 1.5. Для того чтобы на конусе К можно 
‚ыло определить равномерно положительный линейный 
рункционал, необходимо и достаточно, чтобы конус К 
эопускал оштукатуривание. 

Доказательство. В одну сторону утверждение почти 
›чевидно. Действительно, если К допускает оштукатурива- 
ive К!, то каждый положительный на К, функционал { (х) 
зудет равномерно положительным на К, ибо в силу (1.15) 

f (Xo) > Oll xoll IF (% ЕК). 

3 обратную сторону теорема доказывается несколько сложнее.



30 ПРОСТРАНСТВА С КОНУСОМ (гл. 1 

Пусть /(х) — равномерно положительный на К’ линейный 
функционал и пусть 

1) 2 а|х|  (%ЕК). (1.17) 

Обозначим через № множество точек х, в которых /(х)==1. 
Множество М=кКПМ будет выпуклым и в силу (1.17) 
ограниченным. Пусть х“ — некоторый фиксированный эле- 
мент из М. Через Р обозначим совокупность таких хЕ М, 
что |х— х*|| < 26, где р — настолько большое фиксирован- 
ное положительное число, что из 

||х — х; | <р (Е М, хЕМ) 

вытекает принадлежность x множеству Р. Далее построим 
конус К ==К (КР) (см. стр. 14) элементов и, допускающих 
представление и=—х, где > 0 и хЕР. Покажем, что К, 
является оштукатуриванием конуса К. 

Пусть действительно Хх, ЕК и 

es 
Mi aire pana oll (1-18) 

Tlokaxem, 4TO Xy-+-hEK,. Jaa atoro noctaTouxHoO moKa3aTb, 
что 

  

хо Xo | 1.1 

Feary ~ Fey iS (1.19) 
так как элементы —® Ти _№_ очевидным образом 

f(% +A) F (Xo) 
принадлежат №, причем второй из них принадлежит М. 
Неравенство (1.19) эквивалентно неравенству 

ИУ (Жо) в — f(A) хо < Л (хо (хо) + FMI. 
которое вытекает из (1.17) и (1.18), так как 

ко в — Л) oll < QI FI Il Ро 2+ pa 
n 

of (xa) UF () + FOND all xol(a ll Zell —1 IAI > 
а 

Теорема доказана. 
Будем говорить, что конус К локально компактен, 

если компактно каждое огразиченное множество Рас К. Оче- 

видно, каждый локально компактный конус лежит в некото-
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ром сепарабельном подпространстве Е, =Е. Поэтому может 
быть определен положительный. линейный функционал (Хх), 
удовлетворяющий условию 

f(x)>0 (xEK, x#9). 

Этот функционал равномерно положителен, так как Г(х) > 

2а|х|, где 
а= min f(x)>0. 

ХЕК, 1х =1 

Из теоремы 1.5 вытекает тогда, что каждый локально 
компактный конус допускает оштукатуривание. 

Отметим еще одно свойство конусов, допускающих 
оштукатуривание. 

Напомним, что последовательность х, ЕЁ (п=1,2, ...) 
называется слабо сходящейся в себе, если для любого 
линейного функционала /(х)@Е Е” числовая последователь- 
ность /(х„) сходится. Последовательность Х„ слабо схо- 
дится к элементу х*, ecan f(x,)—> f(x") при всех ЕЁ". 

Лемма 1:7. //Лусть конус К допускает оштукатурива- 
ние. Пусть последовательность нормированных элемен-. 
mos x,, ||x,||==1 (n= 1, 2,...), принадлежащих конусу К, 
4460 сходится к некоторому элементу х*. Тогда 

х*-б. 

Доказательство. Пусть /(х)— равномерно поло- 
жительный на К линейный функционал. Тогда 

f(x*) = lim f(x,) > a lim | x,|/—a, 
n—a>o п>о 

откуда следует, что |х*||> . Лемма доказана. _@. 
ИХ 

Для нормальных конусов утверждение леммы неверно. 
Пусть, например, К — это конус неотрицательных функций 
в пространстве 2, ==, (3%) (1 < р<оо). Рассмотрим такую 

последовательность множеств 2,8, что 

mes 2, = — (n= 1, 2,...), 

И ПОЛОЖИМ 
1 ( I 

x, (t) = ПР, если 29, 

0, если [Е9,.
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Очевидно, |х„(1)|=1 (п=1,2, ...). В то же время после- 
довательность х„(Р) слабо сходится к нулю, так как для 

любой функции VEL, (+= |) в силу неравенства 

Гёльдера 
1 

Е 91| f ка [ Рода 
$ 

п 

1 

< fie@rar\ 
2, 

и из абсолютной непрерывности интеграла 

Гоа 
2 

вытекает, что 

lim (x,, 0) =0 
ay> co 

4. Пример коиуса, допускающего оштукатуривание. 
Пусть Р — ограниченное замкнутое и выпуклое множество, 
не содержащее нуля пространства Е. Покажем, что конус К (Р) 
допускает оштукатуривание. Для доказательства построим 
гиперплоскость /(х)=с, разделяющую выпуклое множество Р 
и непересекающийся с F map |х||<«р, где р — некоторое 
фиксированное число. Без ограничения общности можно 
считать, что Cc > 0. Из определения конуса К (Р) вытекает, 
что для каждого ненулевого хЕК (РГ) можно найти такое 

положительное &, что iat Е Р, при этом из ограниченности Р 

вытекает, что числа Ё равномерно ограничены некоторым 

положительным числом 1. Тогда из неравенства (Ss т) >С 

вытекает, что 
x ll 

> Ия] @EK(P)). 
_ Итак, функционал /(х) равномерно положителен. В силу 
теоремы 1.5 конус К (ЁР) допускает оштукатуривание. 

Один частный класс конусов К (РЁ) используется далее 
в гл. 6 (8 4).
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Пусть в Е выделено подпространство Б., дефект кото- 
эого равен 1. Это значит, что существует такой элемент 
2 ЕЕ(]|®||=1), что каждый элемент хЕЁЕ допускает един- 
:твенное представление вида 

X == x" +&(X) Ay (x EE), 

-де &(х) — линейный функционал. Обозначим yepe3 P линей- 
чый оператор проектирования на Е’, определенный равенством 

Px = x! == x —&(X) hy (x € E). 

Через К (№, р) обозначим совокупность элементов X CE, 
тля которых выполняются неравенства 

(x) 20, || Px |] < p§ (x). (1.20) 

Нетрудно видеть, что К (йу, р) является конусом K (FP), 
где Р — совокупность таких х ЕЁ, что Е (х) =1и |Рх|| р. 
Поэтому каждый койус К (№, р) (0O< p< oo) допускает 
оштукатуривание. 

Интересные примеры конусов, допускающих оштука- 
туривание, дают совокупности выпуклых неотрицательных 
функций. 

Пусть, например, ®@ — ограниченная выпуклая область 
в двумерной плоскости. Через К обозначим совокупность 

выпуклых на ° функций, обращающихся на границе Г 
области © в нуль; эта совоуиность является конусом. Ко- 
нус К допускает оштукатуриванцие, так как значение функ- 
ции в некоторой фиксированной внутренней точке области ® 
является равномерно положительным на К линейным функ- 
ционалом. 

$ 5. Правильные конусы 

1. Определения. В этом параграфе мы рассмотрим во- 
трос о том, какие дополнительные условия гарантируют су- 
цествование предела у монотонной последовательности 
‹„(п=1|, 2,...) элементов пространства Е, полуупорядо- 
енного при помощи конуса К. Мы ограничимся случаем, 
‹огда последовательность х„ не убывает: 

мя<х.<... Хх. (1.21) 

Последовательность (1.21) назовем ограниченной, если 

3 Зак. 2918. М. А. Красносельский
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существует такой элемент у, что 

x,<y  (n=1, 2,...). (1.22) 

Следует сразу подчеркнуть, что из ограниченности после- 
довательности (1.21) ие вытекает ее сходимость. Так, на- 
пример, последовательность функций 

x,()=1—t" (n=1, 2,...) (1.23) 

удовлетворяет условию (1.21), если ее рассматривать в про- 
странстве С непрерывных на [0, 1] функций, полуупорядо- 
чепиом при помощи конуса неотрицательных функций. Эта 
последовательность очевидным образом ограничена. В то же 
время последовательность (1.23) в С не имеет предела. 

Однако существуют такие пространства, в которых из 
(1.21) и (1.22) вытекает сходимость по порме. Если, напри- 
мер, Е — это пространство Ё „, полуупорядоченное при помощи 

конуса неотрицательных функций, то для каждой неубываю- 
щей ограниченной последовательности функций x, (f) (orpa- 
ниченной в смысле (1.22)) функция 

х (= зир х, (В) (t € Q) (1.24) 

также будет принадлежать L, (2). Последовательность х„ (Е) 

по мере сходится к х"(Ё) и в силу теоремы Лебега о пре- 
дельном переходе под знаком интеграла 

1 

Ни [хи -— "|, = Нм | Г, ®— хора <0. 
n>co Р n>o о 

то есть последовательность х„(Г) имеет предел в [.. 

Приведенные примеры дают повод выделить класс про- 
страиств, в которых каждая ограниченная монотонная по- 
следовательность имеет предел. Такие пространства будем 
называть в дальнейшем правильно полуупорядоченным. 
Конус, который порождает правильную полуупорялоченпость, 
будем называть правильным. 

2. Связь между правильностью и нормальностью ко- 
нуса. 

Теорема 1.6. Каждый правильный конус нормален. 
Доказательство. Допустим, что конус К не обладает 

свойством цормальности. Тогда можно указать такие после-
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довательности х,ЕК, у,СК, что 

1 
= |=, ental < 7 и=Ь2,...). (1.25) 

Ряд 

(жену) НН... Ву... 

в силу (1.25) сходится; его сумму обозначим через 4, 
Определим последовательность 2, при помощи формулы 

=... Хх, (n=l, 2,...). 

Очевидно, 

llZn41 — 21 = 1 (п=1, 2, ...). 

Последовательность 2„ монотонна и ограничена, так как 

21 < (АНУ) (м РУ... (НУ < и. 

Однако эта последовательность в силу (1.25) не сходится 
по норме пространства Е. Таким образом, конус К не об- 
ладает свойством правильности. 

Теорема доказана. 
Обратное теореме 1.6 утверждение неверно. Нормальный 

конус может не обладать свойством правильности (конус 
неотрицательных функций в пространстве С). | 

3. Вполне правильные конусы. Последовательность Xx, 
называется ограниченной по норме, если. 

ix |<“ (n=1, 2,...), 

где М — некоторое число. Конус К 1a30BeM Bowne Npa- 
вильным, если каждая монотониая ограниченная по норме 
последовательность сходится (по норме) к некоторому пре- 
делу. Это определение оправдывается следующей теоремой: 

Теорема 1.7. Каждый вполне правильный конус 
является правильным конусом. 

Доказательство. Покажем вначале, что каждый 
внолне правильный конус нормален. Предположим против- 
ное. Тогда найдутся такие последовательности ее, g,CK 
(п—=1, 2, ...), что 

] И ge: 
3*
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Последовательность 

__ И с Feat Sy если ® — 2п, 
екон... Не-а, если = 2n-+1, 

очевидным образом монотонна, то есть 

hy <n See << eee, 
и ограничена по норме: при А = 2n 

ell < lle: + gill + [lee + Soll +... + [ler +8n!l < 

г <ttyt... tar <! 

и при kR==2n-+-1 

Well < ler ill + +e. len ай - 6+ < 2. 
В то же время последовательность й, не сходится по норме, 
ибо ||#й,., —№,|| =1. Таким образом, конус К не облада- 
ет свойством полной правильности — мы пришли к противо- 
речию. 

Пусть теперь монотонная последовательность 

хл< <... < хх... 

ограничена в смысле полуупорядоченности: 

Хх, <У (п=1, 2, ...). 

Последовательность х„— х, также будет неубывающей и 
ограниченной элементом у — х,. В силу теоремы 1.1 после- 
довательность норм элементов х,— x, будет ограниченной, 
так как уже доказана нормальность конуса К. Из полной 
правильности конуса вытекает, что последовательность х, — х1 
сходится по норме. Отсюда следует, что и последователь- 
ность х„ сходится по норме. 

Теорема доказана. 
В следующем параграфе будет показано, что в некоторых 

пространствах конус неотрицательных функций правилен, но 
не обладает свойством полной правильности. В настоящем и 
следующем пунктах будут приведены достаточные условия, 
при выполнении которых из правильности конуса вытекает 
его полная правильность. 

Теорема 1.8. Ecau правильный конус К телесен, 
то он вполне правилен,.
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Доказательство. ‘Очевидно, достаточно показать, 
что каждая ‘ограниченная по норме последовательпость огра- 
ничена в смысле полуупорядоченности, 

Пусть и, — внутренний элемент конуса А, входящий в К 
Xx 

вместе с шаром радиуса р. Из того, что о —Р-] ЕК при 

всех хСЕ (х -- 8), вытекает неравенство 

  

Xx ve ыы и, 

Теорема доказана. 
4. Сопряженный конус. Линейное нормированное про- 

странство Е” всех линейных непрерывных на Е функционалов 
называется сопряженным к Е пространством. 

Положительные на конусе К линейные функционалы об- 
разуют также конус, если К воспроизводящий *). Конус по- 
ложительных функционалов называют сопряженным конусом 
и обозначают через К*. 

Имеет место следующая теорема М. Г. Крейна: конус К 
нормален тогда и только тогда, когда конус К* воспроиз- 
водящий. . 

Пространство Е называется\с1аб0 полным, если каждая 
слабо схолящаяся в себе последовательность имеет слабый 
предел. Пространства Ё,(1 < р < 09) слабо полны. 

Теорема 1.9. /Лусть пространство Е слабо полно. 
Тогда каждый правильный конус К вполне правилен. 

Доказательство. Как и при доказательстве преды- 
дущей теоремы, достаточно показать, что неубывающая огра- 
ниченная по норме последовательность ограничена и в смысле 
полуупорядоченности. 

Пусть 

x, <<... <x, 
1х1 < М (п = 1, >

 Л
М 

‚...). 

Тогда для каждого положительного линейного функционала 
1(х) последовательность Г(х„) сходится. Из сформулиро- 

*) Достаточно, чтобы замыкание линейной оболочки конуса К 
совпадало с ЕЁ. Это предположение обеспечивает свойство в в оп- 
ределении конуса. Свойства а и б очевидны.
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ванной выше теоремы М. Г. Крейна вытекает, что любой 
функционал [(х) из Е” представим в виде разности 

L(x) = Л, (х) — Ло (х) 

двух положительных функционалов. Поэтому для любого 
линейного функционала [(х) последовательность чисел /(х„) 
сходится. Из слабой полноты пространства Е вытекает, что 
последовательность х„ слабо сходится к некоторому эле- 
менту x"CE. 

Пусть /(х) — снова положительный функционал. Оче- 
ВИДНО, 

Л (хи) < 1 (х") (п=1, 2, ...). 
Поэтому 

xX, <x" (n= 1, 2,...). 

Теорема доказана. 
5. Дополнительные замечания. Если конус К не обла- 

дает свойством правильности, то для сходимости монотон- 
ной последовательности недостаточно ее ограниченности; 
в этом случае приходится применять дополнительные огра- 
ничения. | 

В лальпейшем мы будем часто пользоваться, например, 
тем фактом, что компактные монотонные последователь- 
ности имеют предел. Для доказательства этого утвержде- 
ния нужно, во-первых, заметить, что пределы всех сходя- 
щихся подпоследовательностей монотонной последовательно- 
сти совпадают и, во-вторых, компактная последовательность 
сходится, если пределы всех ее подпоследовательностей оди- 
наковы. 

В заключение отметим, что правильный в пространстве Е 
конус К может потерять свое свойство быть правильным при 
переходе к пространству Е„. Иначе говоря, ограниченная 
монотонная последовательность и)-измеримых элементов мо- 
жет не сходиться по и)-норме. Приведем пример подобной 
ситуации. Пусть Е-—это пространство L,(2), 2=[0, 1], 
с конусом К неотрицательных функций, и пусть  (Р)==1. 
Конус К, как уже отмечалось, обладает свойством правиль- 
ности. Последовательность функций (1.23) принадлежит 
Ey, Lx, MOHOTOHHA и ограничена, но по иу-норме не схо- 
дится.
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$ 6. Признаки правильности конуса 

1. Строго растущие функционалы. Положительный (не 
обязательно линейный) функционал {(х) будем называть 
строго растущим, если для любых х„,ЕК (п=1, 2, ...) из 

4 |x, || 2S & > 0 (n= 1, 2, ...) 

вытекает, что 

lim f(*,+ x + ... + %,)= 00. (1.26) 

Простейшими примерами строго растущих функционалов 
могут служить линейные равномерно положительные функ- 
ционалы (если они существуют), то есть такие линейные 
функционалы /(х), что 

Г(х) жа |х|] (ЕК). 
В пространстве Ё, (1 < р< со) строго растущим функ- 

ционалом является р-я степень нормы элемента 

(ху = [1х (Рае. 

Для доказательства достаточно воспользоваться неравенством 

(a+ 8)’ >a’+8" (a, B>0)*), (1.27) 
`В силу которого для любых неотрицательных функций Хх (1), 

YOHEL, 
(ху) > (ЛО. 

Напомним, что функционал /(х) называется монотонным, 
если из х «у вытекает, что f(x) < f(y). 

2. Основные признаки. 
Теорема 1.10. Пусть на конусе К определен строго 

растущий и ограниченный на каждом шаре функционал 
7 (х). Тогда конус К вполне правилен. 

Доказательство. В предположении противного най- 
дется такая не сходящаяся по норме последовательность 
х,ЕК, что 

х<х.<...<х, <... (1.28) 

*) Для доказательства (1.27) достаточно проинтегрировать 

очевидное неравенство р (1 + ?-} > р’! (>20) в пределах 
от 0 до в/а.
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Hx, }<M  (n==1, 2,...). (1.29) 

Mp! 6yaem cuntaTb, 4ToO || x, |] > e. ||X,4.; —X,_l| S & > 0 
(n==1, 2, ...), так как в противном случае можно перейти 
к подпоследовательности, обладающей этим свойством. 

Тогда ` 
п-1 

lim f(x,)== lim И + Заид | => 
n> oo n> oo f=] 

a sTO NpoTuBopeunT orpannyentioctu f(x) Ha mape |х| < М. 
Теорема доказана. 
Из этой теоремы вытекает, в частности, что конусы не- 

отрицательных функций в пространствах Ё,(1 < p< oo) 
вполне правильны. 

Теорема 1.11. Пусть на конусе К определен моно- 
тонный строго растущий функционал. Тогда конус К 
правилен. 

Доказательство. В предположении противного най- 

дется такая последовательность х„ЕК, что выполнены не-‘ 
равенства (1.28) и перавенства 

х,<2 (n==1, 2, ...). (1.30) 

Как и при доказательстве теоремы 1.10, приходим к равен-. 
ству 

lim f (x,)== ©o, 
n>co 

которое противоречит неравенствам 

Л(х„) < 1 (2)  (п=1,2,...). 
Теорема доказана. 
3. Примеры правильных, но не вполне правильных 

конусов *). Пусть М (и) — некоторая №-функция, то есть 
выпуклая функция, представимая в виде 

[и | 

M(u) = | pitydt, 
0 

  

*) Подробное изложение тех фактов теории пространств Ор- 
лича, которые используются в настоящем пункте, см. в книге 
М. А. Краспосельского и Я. Б. Рутицкого [1}.
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где положительная при Ё>0 функция p(t) непрерывна 
справа и монотонна, причем 

lim р(=0, lim p(f)=oo 
f>+0 [> + © 

Через №(9) обозначают сопряженную М (и)-функцию, 
определенную равенством 

[и] 

No) = | 4 ($) 45, 
0 

где 
g (s)= sup f. 

р(0<5 

Примерами №-функций могут служить функции 
1 . 

leh (< р< о), ШРИ шри|-Ь <p <oo), 
ее! — и] —1, 2—1. 

Важную роль в теории выпуклых функций играет так 
называемое ДА.-условие Юнга; говорят, что М (и) удовлетво- 
ряет этому условию, если существуют такие Ё и а, что при 
всех и >20 

M (2u) < RM (u) +a. 

Из приведенных выше примеров две первые М№-функции 
удовлетворяют Ay условию, две последние пе удовлетворяют. 

Через Гм = Ем (2) обозначают совокупность всех функ- 
ций х (Ё), измеримых на ®, для которых 

[хфуфаЕ < оо 
Q 

при любой такой у(#), что 

р(у; №) = f NIy (dt < oo. 
‘2 

Множество [м обращается в полное банахово пространство, 
если положить 

|5 (0 = sup fxOy@at. 
(у; №) <1 a < о 

* 

Пространство [м называют пространством Орлича.
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* 

Пространство [м вместе с каждой функцией х (Р) содер- 
жит функцию |х(Ь|. Отсюда вытекает, что совокупность 
неотрицательных функций образует воспроизводящий конус 

в [м. Этот конус нормален, так как из 0<х(В<у(В 
(то есть из выполнения почти при всех Ё@ Я неравенства 
0< x (f) < у(Д) вытекает, что 

lx ll < ly @I. 

ОТ. Если М (и) удовлетворяет А,-условию. то конус К 
* 

нготрицательных функций в Ём вполне правилен. 
Доказательство. Если М(и) удовлетворяет А.-усло- 

* 

вию, то Ём состоит из тех функций х(Р), для которых 

F(x) = | Мих (а < оо. 
R 

Покажем, что функционал ЕР(х) строго возрастает на Ки 
ограничен на каждом шаре; тогда утверждение ОГ будет 
следовать из доказанных выше общих теорем. 

Для каждой №-функции при и, и, >20 выполняется не- 
равенство 

M (u; - Uy) > M (a,) + M (uy). 

Поэтому для любых неотрицательных функций Й; (0), ... 
..., A, (f) выполнено неравенство 

F (ty +... в) = f MI @O+ ... +h, Ol dt > 

> ма, O) dé + ee f Mit, Ol dt = 
Q g 

=F (y)-+ ... +P (h,). 
В случае, когда выполнено A,-yCOBHe, 43 COOTHOLIeHHA 

п» © 

lim F(h,)== lim J M [h, (é)] dt = 0 
n>O > 

вытекает, что 

lim ||, (6) =0, 
h-> @
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Поэтому каждому = > 0 можно сопоставить такое & > 0, 
что из || (1)]| > © вытекает неравенство 

Е(®) = [мис dt > Bp. 
g 

Допустим, что #й„(ЮЕКи |1, (1) >59 (п 
Тогда 

Ра -... НЕ)... +Р@) >18, 

1,2, ...). 

Таким образом, Ё(х) является строго возрастающим функ- 
ционалом. 

Нам осталось показать, что функционал Р(х) ограничен 
на каждом шаре ||х(#)|| < Ю. Пусть Ю<2". Из А,-условия 
вытекает тогда, что 

м (и) <вм(5)+а<ем (ео < a 

<M (sar) + (1 + ... А" < вм) На, 

где. А, =”, а =а(1--Е-... А” !). Следовательно, ` 

F (x) =[ М [х (| < Е, f M [9 Jat ta, mes Q, 

g Q 

Если j||x(f)\| <1, ro wMeer MecTO HepaBeHCTBO 

f Mla @ldt <|la || <1. 
я 

Таким образом, мы получаем оценку 

F(x) <hy[7O | +a, mes 2 <k, +a, mes2 (x Ol] <P). 

Утверждение 01 доказано. 

a г (1 < p<oco), To 

Lig == Ep поэтому из утверждения 01 вытекает полная пра- 

вильность конуса неотрицательных функций в [,— этот 
факт ранее был установлен тем же методом. 

Если, в частности, М (1) = 

  

9
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02. Если М(и) не удовлетворяет А,-условию, то ко- 
нус неотрицательных функций в Г”, не обладает даже 

свойством правильности. 

Доказательство. Пусть М(и) не удовлетворяет 
А.-условию. Тогла множество ограниченных на ® функций 
нигле не плотно в Г. Через Ем обозначим замыкание 

* 

в [(м-множества ограниченных функций. 

Обозначим через 2(Г) некоторую неотрицательную функ- 
* * 

цию uz L,,, не принадлежащую Ем. Построим последова- 

тельность 
z(t), ecm O<2(t)<n 

п ecm n< 2(b). 

Эта последовательность очевидным образом монотонна н 
ограничена функцией 2(0): 

м) х@<... < хх... < 20. 

В то же время последовательность х„(Ё) не сходится по 
норме. 

Действительно, если бы последовательность х„(Р) схо- 
дилась к пекоторой функции х“(Ё), то она сходилась бы 
к х*(Ки по мере, то есть последовательность х„(р) схо- 
дилась бы по норме к 2(1). В то же время 

шт | х„ (В —2(0)]} = inf |2 — у@] > 0. 
п>о y(the Ey 

Итак, конус К не обладает свойством правильности. 
Утверждение 02 доказано. 
03. Если М(и) не удовлетворяет &.-условию, то ко- 

нус К неотрицательных функций в пространстве Ем 

правилен, но не вполне правилен. 
Доказательство. Тот факт, что конус К в прост- 

панстве Би не вполне правилен, по сушеству был устано- 
влен при доказательстве предыдущего утверждения. Рассмот- 
ренная там последовательность функций х„(Г) монотопна и 
ограничена го норме, так как 

Их (1) 1<]2(0]  Ш=Ь2,...); 

в то же время эта последовательность не сходится по норме.
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Осталось доказать правильность конуса К. 
Функция х(ЮЕГ’, имеет по определению абсолютно не- 

прерывную норму, если каждому = > 0 соответствует такое 
0>0, что для каждого множества 2,C2 uz mes Q, < 6 
вытекает неравенство 

Ix (Hx t; Ql] <e, 

где через х({; ®,) обозначена характеристическая функция 
множества ®.. Последовательность функций х„(Ё) имеет, по 
определению, равностеленно абсолютно непрерывные нормы, 
если каждому => 0 соответствует такое 60, что для 
каждого ®с<@ из тез Я, < 0 вытекает одновременно для 
всех п неравенство 

|x, x(t; 2))|| <e. 

Чтобы последовательность функций х„(Р) сходилась в Ем 
по норме, необходимо и достаточно, чтобы она сходилась 
по мере и имела равностепенно абсолютно непрерывные 
нормы. 

Рассмотрим в Ем последовательность функций х„(®) 
монотонную и ограниченную в смысле полуупорялоченности 
некоторой функцией 2 (К ЕЕБи: 

х < х. <... «хх (1х... < 2. 

Без ограничения общиости можно считать все функции 
х„ (Г) неотрицательными. 

Из принадлежности функции 2 ({) пространству Ем вы- 
текает, что она имеет абсолютно непрерывную норму. Из оче- 
видного неравенства 

Вх ах 8] . (=i, 2,...) 

вытекает, что функции х„ (Ё) имеют равностепенно абсолютно 
непрерывные нормы. Из монотонности последовательности 
х„(Г) вытекает, что она сходится по мере к некоторой функ- 
ции х*(Р < 2(Р). Следовательно, х* (Е ЕБми х,„(Ё сходится 
к х*(Р по норме. 

Утверждение 03 полностью доказано. 
Последнее утверждение прелставляет для нас основной 

интерес. Оно означает, что не каждый правильный конус 
вполие нравилен.
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Простым примером правильного, но не вполне правиль- 
ного конуса является совокуппость К всех последовательно- 
стей Хх = (4, ..., 2. ...| С неотрицательными координатами 
в пространстве (5) схоляшихся к пулю последовательностей 
с нормой 

| == шах| |. 

Этот конус не. вполне правилен, так как в пространстве ($) 
не сходится сильно мопотониая и ограниченная по норме 
последовательность 

Хх — (№, ..., ....], 
=) где &# = 1! при {< Ки Е) —0 при {> РЕ. Правильность 

конуса К очевидна. 
4. О конусах, допускающих оштукатуривание. В силу 

теоремы 1.10 конус К вполне правилен, если ва нем можно 
определить равномерно ноложительный линейный функционал. 
Поэтому из теоремы 1.5 вытекает 

Теорема 1.12. Если конус К допускает оштукату- 
ривание, то он вполне правилен. 

В частиости, конусы А (А) вполне правильны. 
Конус неотрицательных функций в пространстве С не 

обладает свойством правильности; поэтому на нем не может 
быть определен равномерно положительный линейный функ- 
ционал. 

Лемма 1.8. Если конус К телесен, то конус К” до- 
пускает оштукатуривание. 

Доказательство. Пусть и, — внутренний элемент 
конуса К. В силу (1.15) для каждого ГЕ К* будет выпол- 
нено перавенство 

f (4%) > ell fll, (1.31) 

где р— радиус шара с центром в Uy, целиком принадлежа- 
щего К. Неравенство (1.31) означает, что линейный функ- 
ционал Р (Г), определенный на К” равенством 

F(f)= f (up), 

равномерно положителен. Остается применить теорему 1.5. 
Лемма доказана. 

Из этой леммы и теоремы 1.12 вытекает, что конус К* 
вполне правилен, если К телесен.
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Введем понятие конуса К», ›. Пусть и, — фиксированный 
элемент из К; р21. Обозначим через Ки, р совокупность 
таких элементов хСК, что при некотором а 20 

QU, KX << pauy. (1.32) 

Покажем, что Ки, › является копусом. Пусть ху, хо Е Ки, о; 
тогда 

411 < Хх, < а щр @а5щ < хо < ра 

и при любых неотрицательных а и В 

(аа, --- Ва.) щ < ах, {- Вх, < р(аа, - Ва.) и, 

то есть ах Вх. Ки, ь. Если ХЕКири Х-0, то 
— ХЕКи, в, Tak Kak Ky,» является частью конуса К. 
Остается доказать замкнутость Ки,,; Она вытекает из того, 
что в соотношениях 

аи < ХХ ра (п=1, 2, ...) 

можно по некоторой подпоследовательности индексов перейти 
к пределу, если последовательность х„ сильно сходится. 

Теорема 1.13. Если конус К нормален, то конус Ky, » 
допускает оштукатуривание. 

Доказательство. Определим на конусе К линейный 
положительный функционал /(х), удовлетворяющий условию 

f (4) = 1. 

Покажем, что этот функционал равномерно положителен на 
Konyce Ky 5. Этим утверждение теоремы будет доказано. 

Так как конус К пормален, то норма полумонотонна: 

[х] < Е]у|], если хуи х, УЕК. 
Из неравенства ` 

Aly << xX < pau (1.33) 
вытекает, что 

ао < В} < Рамо, 
откуда 

1 L 
эра ИХ < @ < их. (1.34) 

Применяя к (1.33) функционал /(х), получим 

a<f(xy<pa = (XE Ku, 9)
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и в силу (1.34) 
1 

(<) > oL | Uy || |х| (ХЕКи, ). 

Последнее неравенство означает, что функционал f (xX) рав- 
номерно положителен. 

Теорема доказана. 
Если теперь воспользоваться теоремой 1.12, то мы при- 

дем к следующему заключению: если К нормален, то конус 
Ки,ь вполне правилен. 

Приведем примеры конусов Ки, р. 
Если в пространстве С непрерывных на ®-функций рас- 

смотреть совокупность положительных функций х (#), удо- 
влетворяющих условию 

max x (t) < p min x (6), (1.35) 
tEe 169 

то она образует конус Кщ,, где К — конус всех неотри- 
цательных функций, а #,(#Ё)==1. Аналогично в пространст- 
pax L, конус Ки, р, где и, (#) ==1, образует совокупности 
функций х (Г), для которых 

vrai max x (tf) < p vrai min x (£). (1.36) 
tER [69 

Конусы Ky, о. тесно связаны с конусом Ки, введенным 
при рассмотрении и,-нормы ($ 2). Очевидно, 

Ki=UX«,, 
p>] 

$ 7. Миниэдральные конусы 

1. Определение. Элемент 2 называют точной верхней 
границей (зиргетит’ ом) для пары элементов Х и у, если 
ха, у«аи если из неравенств хх 2, ух. 2, вытекает, 
что #< ла. Аналогично определяется понятие {пДтиптга 
двух элементов. 

‚ Если каждая пара элементов имеет 5иргетит, то ко- 
нус К называется миниэдральным. 

Нетрудно видеть, что миниэдральность конуса равно- 
сильна тому, что для любых х, УЕЕ может быть указан 
такой элемент 2, что КПК, =К; здесь через К „ обозна-
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чается совокупность элементов вида и--х (ХЕК). При 
этом = ир {(х, у}, то есть 

К, ПК, = Кар gx, yy, (1.37) 

Конусы неотрицательных функций в пространствах С и 
[, миниэдральны. 

Если конус К миниэдрален, то существует точная верх- 
няя граница у каждого конечного набора элементов х,, 
х.,..., Хз, ТО есть существует такой элемент 2, что 

х < 2 (1—1, 2, оз п), 

причем из неравенств 

х < 2, (1—1, 2,..., n) 

вытекает соотношение 2 < 2,. Точная верхняя граница `мо- 
жет быть определена равенством 

зир [%1, Хо, ..., Xq} = Sup [X, Sup [xy ..., x,}}. 

Отметим также аналогичную (1.37) формулу 

Ky N Ket ... ПКх, = Азар {Ха}. (1.38) 

® 

При некоторых предположениях миниэдральный конус 
можно рассматривать как конус неотрицательных функций 
в пространстве непрерывных на некотором бикомпакте функ- 
ций. На точной формулировке и тем более на доказатель- 
стве этой фундаментальной теоремы М. Г. Крейна и 
С. Г. Крейна [1] мы не останавливаемся. Отметим лишь, 
что из нее вытекает следующий результат отрицательного 

характера: телесный миниэдральный конус в бесконечномер- 
ном пространстве не может быть правильным. 

2. Существование точной верхней грани у счетного 
множества элементов. 

Теорема 1.14. Густь конус К правилен и минизд- 
рален. Гогда каждая ограниченная последовательность 
x, (п=1, 2,...) имеет точную верхнюю грань. 

Доказательство. Пусть 

| x,<z (n=1, 2,...). (1.39) 

Тогда, очевидно, 

Yq = SUP {[Xy, Xq eee. Kp} CZ | (n=l, 2,...). (1.40) 

4 Зак. 2918. М. А. Красноселрский
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Так как последовательность у, монотонно возрастает и 
ограничена, то она сходится по норме к некоторому пре- 
Mey Zp. 

Переходя к пределу в неравенстве у, < у,,, при Ё—> 05, 
получим у, < 2 (п=1, 2, ...), откуда следует, что 

Хх < А (n=1, 2,...). 

Допустим, что выполнены соотношения (1.39). Тогда 
выполнены соотношения (1.40), переходя в которых к пре- 
делу при п-> со, получим неравенство 2 <.г. Значит, 2 
является точной верхней гранью для последовательности х„. 

Теорема доказана. ` 
Утверждение теоремы 1.14 можно истолковать и геомет- 

рически: если последовательность х„ ограничена, то 

ПК. = Кир фин жь 0}. (1.41) 
n=l 

Предположение теоремы 1.14 о правильпости конуса су- 
щественио. Например, конус неотрицательных функций 
в пространстве С миниэдрален, но не обладает свойством 
правильности; в С существуют огравиченные послелователь- 
ности, не имеющие 5иргетит’а (например, последователь- 
ность (1.23)). 

Пусть выполнены условия теоремы 1.14. Тогда для каж- 
дой неубываюшей ограниченной последовательности х„ спра- 
ведливо равенство 

lim || x, — x*|| = 0, (1.42) 
noo 

где 
х* == зир [х1, х., ...}. (1.43) 

Для доказательства достаточно заметить, что х„ сходится 
по норме к некоторому элементу 2%. Тогда, с одной сто- 
роны, из xX, 2, следует, что х* < &‹ а, с другой стороны, 
из х„ Хх” следует, что 2% < x”. 

3. Сильно миниэдральные конусы. Нелинейный функ- 
ционал /(х), определенный на конусе К, назовем строго 
монотонным, если из х < у(х - у) вытекает, что / (х) < Х(у). 

Примерами строго монотонных функционалов могут слу- 
жить равномерно положительные линейные функционалы. 
Как мы уже отмечали, для каждого конуса в сепарабельном
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пространстве может быть построен строго монотонный ли- 
нейный непрерывный функционал. 

Теорема 1.15. Пусть конус К правилен и миниэд- 
рален. Пусть на К определен некоторый строго моно- 
тонный функционал Г(х) (из х< уих -+ у следует, что 
Г (х) < Г(У)), обладающий тем свойством, что для каж- 
дой неубывающей ограниченной последовательности xX, 
из 1х, —х"| —>0 вытекает, что 1 (х„)— Г (х*). 

Тогда каждое ограниченное множество имеет точную 
верхнюю грань. 

Доказательство. Пусть М — некоторое ограничен- 
ное множество: хх 2, при всех хЕМ. Без ограничения 
общности можно считать, что множество М содержит точку 0 
(в противном случае мы бы рассмотрели множество элемен- 
тов вида х — Ху, где х пробегает все М, а х, — фиксиро- 
ванный элемент из М; supremum нового множества после 
добавления к нему ху даст зир М). 

Рассмотрим все элементы у вида 

y=sup {0, xy, -.+, Xp}, (1.44) 

где х,,..., х,— нроизвольные элементы из М. Очевидно, 
все элементы (1.44) удовлетворяют неравенству ух 2. По- 

этому / (у) < ] (2%). 
Выберем последовательность у, (п =1,2,...) элементов 

вида (1.44) так, чтобы имело место равенство 

lim f (vq) = sup f (9), (1.45) 
» 

rhe supremum берется по всем элементам вида (1.44). При 
этом будем считать, что уху<...<у,х... 

Последовательность у, ограничена, поэтому она сходится 
по норме к некоторому элементу у*. Докажем, что у* == зир М. 

Если 2 — одна из верхних границ множества М, то, 
в частности, у < 2 (п=1, 2, ...). После предельного пе- 
рехода мы прихолим к соотношению уг. Остается пока- 
зать, что у* есть верхняя граница для множества М. 

Пусть х, Е М. Введем обозначение уу = зир {у*, ху}. 
Нужно доказать, что у, == у". В прелположении про- 

тивного, f (Yo) > f(y"). Это значит, что найдется такой 

4*



52 ПРОСТРАНСТВА С КОНУСОМ (гл. 1 

элемент у„, что 

Л(зир {У„, Хо}) > Л (У) *), 

но это противоречит (1.45), так как зир{у„., хо} есть эле- 
мент вида (1.44). 

Теорема доказана. 
В дальнейшем мы будем называть конус К сильно ми- 

ниэдральным, если каждое ограниченное множество М 
имеет точную верхнюю грань зир М. 

Из теоремы 1.15 вытекает, что правильный миниэдраль- 
ный конус в сепарабельных пространствах сильно миниэд- 
рален. В частности, сильно миниэлрален конус неотрицатель- 
ных функций в пространствах 2,(1 < p< co). 

Доказанные выше утверждения о сушествовании точной 
верхней границы очевидным образом справедливы в случае, 
когда рассматривается точная нижняя граница (тПтит). 

4. Дополнительные замечания. В связи с изучением 
миниэдральных конусов возникает вопрос о связи между 
понятиями мипиэдральности и нормальности конуса. Как нам 
известно, миниэдральные конусы неотрицательных функций 
в пространствах С и С, нормальны. Оказывается, что суще- 
ствуют миниэдральные конусы, не обладающие свойством 
нормальности. 

Например, рассмотрим в пространстве J, числовых после- 
довательностей 

х=(х,, Хо. ..., Хы... | (1.46) 
с нормой 

= жи рН... Р-Н ...) 

множество А элементов, у которых первая координата х, 
неотрицательна, а остальные удовлетворяют неравенствам 

—CO< xX, <x, (i== 2, 3,...). (1.48) 

1 

2 (1.47) 

+) Мы здесь пользуемся очевидным равенством 

lim зир4хи, Ул} = зир { lim x,, lim уп}, 
n->oo п> о 2 =POO 

справедливым в условиях теоремы 1.15 для любых ограниченных не- 
убывающих последовательностей хи, у (пП=1, 2, ...).
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Можно проверить, что К является миниэдральным конусом, 
который не обладает свойством нормальности (соответствую- 

щие выкладки предоставляем читателю). 
Отметим еще, что сильно миниэдральный нормальный 

конус может не быть правильным. Примером может служить 
конус последовательностей 

х = {&, о, озу нь ...} (1.49) 

с неотрицательными компонентами & в пространстве т всех 
ограниченных последовательностей (1.49) с нормой. 

1х] == зир 
4 

    

> 
х, 
1 * 

$ 8. Пространства с двумя конусами 

1. Ограниченность множеств А(6, Хх). В ряде случаев 
удобно в одном пространстве Е рассматривать два конуса К 
и К,, один из которых является частью другого. 

С подобной ситуацией мы уже сталкивались. Напри- 
мер, К.сК; конусы К. являются частью конуса Кь,; 

если Р,сРо, to K (F,\)CcK (F,). 
В настоящем параграфе предполагается, что Koc K. Mony- 

упорядоченность вводится при помощи «широкого» конуса К. 
Если одновременно приходится рассматривать полуупорядо- 
ченность, порождениую «узким» конусом Ку, то будем ее 

0 
обозначать знаком <. 

Нетрудно видеть, что из пормальности конуса К выте- 
кает нормальность конуса К\у; из правильности или полной 
правильности конуса К вытекает правильность или соответ- 
ственно полная правильность конуса К,. Наоборот, если 
конус Ку телесный или воспроизводящий, то соответствую- 
щим свойством обладает и конус К. 

Yepes Ky (Xo. Yo) обозначим совокупность таких элементов 
хЕКь, что хх < у. Если конус К нормален, то множе- 
ство Ко(Хо, Уи) ограничено по норме при любых ху, УЕЁЕ. 

Если конус Ку нормален, а К не обладает свойством 
нормальности, то множества Ку (хо, Уд) могут быть не ограни- 
чены. Примером в пространстве /› последовательностей (1.46) 
могут служить конусы К и Ку первый из которых выделен 
условиями x, >20 и (1.48), а второй — условиями х, 2.0 и 

Ох, <х, (==2, 3,...); (1.50)
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| 
конус А, очевидным образом нормален, HO множество! 
Ко < 9, хи >, где х,== (2, 0, 0, ...], ограничено по норме, 
так как элементы {1,0,0,...}, {1,1,0,...}, (1, 1,1,...}, 
принадлежат К, (0, х,), а их нормы (1.47) не ограничены. 

Теорема 1.16. Для ограниченности при любых ху, 
УЕ Ко(Хо < Уз) множеств Ку(хХо, У) необходимо и доста- 
точно, чтобы норма была полумонотонна на Ку то есть 
чтобы из х<у (х, уЕК) следовало 

|< СУ. (1.51) 
Доказательство. Достаточность очевидна. Необхо- 

димость докажем от противного. Пусть существуют такие 
3: ия Хх, УЕКь что х„<у,, 1х, 2 ily, |] 

п = ЯД 

Ра. т 
  

' Yn 

7 ту, | У 

сходится по норме. Очевидно, ФЕК, и то 
п 

{ x | 
ту 2 ^- Значит, множество 

О УдИ: 
Ky (0, $) не ограничено. Теорема доказана. 

Если у—хЕК., то тем более у— хСК. Поэтому из 

ограниченпости всех множеств Ко (Xo, Yo) (достаточно огра- 

ниченности всех множеств Ку (8, у,)) вытекает, что норма 
на А, полумонотонна по отношению к полуупорядочен- 

0 

(n= 1, 2, ...), причем 

  

ности <. В силу теоремы 1.2 конус К, нормален. Итак, 
нормальность конуса Ку является необходимым условием 
ограниченности всех множеств Ко(Ху, Уд). 

2. К-нормальность конуса Ау. Конус Ку назовем К -нор- 
мальным, если из ЛЕ Кь ЛЕК, Д-Р ЛЕ Ко следует, что 

I fit} fol > Bmax {] 21|, 1/2}  @>0). (1.52) 

Теорема 1.17. Для К-нормальности конуса Ку необ- 
ходимо и достаточно, чтобы норма на К,была полумо- 
нотонна. 

Доказательство. Пусть существуют такие последова- 

тельности Е Ко И тет uto fat fae Ko u 

Lat Sah <a max {I fa]. i fal} =sra_ (4.53)
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| 0 

п 

Так как одно из чисел (—— 

    

  

  

равно |, то 

              

  

    

| Qn | | ay 

О | № fate 

Поэтому справедливы неравенства 

~ l ‹ 

. 5! "|<, < 21/1] (и=2,3,...). 
откуда следует, что 

Ifa ttal< <; “| f nll (n= 2, 3,...). 

Последние неравенства означают, что ряд 

Nn tn 
f => (4 +) | (1.55) 

n=2 п 

сильно сходится. Очевидно, ГЕК и < < Г. По 
м i 

этому норма на К, не обладает свойством полумонотонности. 
Значит, из полумонотонности нормы вытекает К-пормаль- 
ность конуса. 

Пусть конус К, обладает свойством К-нормальности. 

Пусть х, уЕКоих < у. Если Л= (ухи fy= 50— х), 
TO fie Ko, foEK vu fit fo€ Ko. Поэтому 

У] == A+ fell 8 max (fil, | fell}. 
С другой стороны, 

«Л Л < < 7-2 < 2 мах {| 

Поэтому [5 151. 

  

        

Теорема доказана. 
Нетрудно гоказать, что каждый локально компактный 

конус К, будет К-нормален, каков бы ни был широкий 
конус К. Нетривиальным примером К-нормального конуса Ку 
в пространстве С,[0, 1] непрерывно дифференцируемых 
функций с нормой 

|= = тах |x(|+ max |x’O| 
0<1<1 0<t<l
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может служить конус К, всех неотрицательных выпуклых 
функций, обращающихся в нуль на концах сегмента [0, 1] 
при конусе К всех неотрицательных функций. 

3. К-воспроизводящие конусы. Конус К, будем назы- 
вать К-воспроизводящим, если для любого хЕЁЕ можно 
уьазать такой элемент иСК., что хи. Иными словами, 
конус Ку называется К-воспроизводящим, если каждый эле- 
мент ХЕЕ допускает представление x =u—v, rae ue Ky 
uvEK. 

Непосредственно из определения вытекает, что воспроиз- 
водящий конус К; будет К-воспроизводящим, каков бы ни 
был конус К, солержащий Ку. Однако К-воспроизводящий 
конус может не быть воспроизводящим. Примером может 
служить конус К, неотрицательных неубывающих функций 
в пространстве С непрерывных на [0, 1] функций при 
копусе К всех неотрицательных функций. 

4. К-правильные и вполне К-правильные конусы. 
Конус Ку будем называть К-правильным, если каждая не- 
убывающая и ограниченная элементом из К, (по полуупоряло- 
ченности <) последовательность х„ЕК, сходится по норме 
к некоторому элементу х*ЕК.. 

Конус Ку назовем вполне К-правильным, если каждая 
ограниченная по норме неубывающая последовательность 
элементов из Ку сходится по норме. 

Отметим вначале очевидные факты. Если К правилен 
или вполне правилен, то конус КСК будет К-правильным 
или соответственно вполне К-правильным. Из К-правиль- 
ности или полной К-правильности конуса К, вытекает 
в свою очередь правильность или соответственно полная 
правильность конуса К’. 

Теорема 1.18. Каждый К-правильный и каждый 
вполне К-правильный конус Ку является К-нормальным 
(и тем более нормальным) конусом. 

Доказательство. Допустим, что конус Ку не обла- 
дает свойством К-нормальности. В силу теоремы 1.17 най- 
дутся такие последовательности х„, и Ку ЧТо X, <u, 

и |<, > ^?|ш„||. Ряд
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сильно сходится. Элементы 

у, = У, 
п ll Xp ll 

п=] 

очевидным образом удовлетворяют COOTHOWMEHHAM y,C Ky u 

VSM vee Gp Kove KU 

При этом последовательность У» не сходится по норме, 

так как ||у,..—У,|| =1. Мы показали, что К-правильные 
конусы К-нормальны. 

Допустим снова, что конус К, не обладает свойством 
К-нормальности. Тогда найлутся такие последовательности 

fr€ Ky w fn€K, x10 fat fa€Ko u 
[7-Е ла < мах (| 2, 1%!  @=1,2,...). 

Из последних неравенств вытекает, что 

Гол ИЛ =, 3,...) 
(см. доказательство теоремы 1.17). Элементы 

_ № , forthe —, fy 

Tap eT eet aap 
faths 

1 
не убывают и нормы их равномерно ограничены: 

м1 [2,512 У: (@и=Ь0,...). 
1 

При этом последовательность 2„ не сходится по норме, так 
как |251 — 22.|=1. Мы показали, что из полной К-пра- 
вильности конуса вытекает его К-нормальность. 

Теорема доказана. 
Теорема 1.19. Каждый вполне К-правильный конус 

К-правилен. 
Доказательство. Пусть последовательность х„ не убы- 

вает и ограничена некоторым элементом из Ку. Если конус Ку
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вполне А-правилен, то в силу теоремы 1.18 он К-нормален 
и в силу теоремы 1.17 последовательность х„ ограничена 
по норме. Следовательно, последовательность х„ сходится 
по норме. 

Теорема доказана. 
Не каждый К-правильный конус К, вполне К-правилен. 

Для случая К =К,у примеры были приведены в предыдущих 
параграфах. Можно привести примеры и для случая, когда 
К ==К.. 

В. Я. Стеценко указал ряд признаков, при выполнении 
которых из А-правильности вытекает полная К-пиравиль- 
ность. Для этого достаточно, чтобы конус Ко был телесен 

(доказательство аналогично доказательству теоремы 1.8); 
достаточно, чтобы пространство Е было регулярно; доста- 
точно, чтобы конус К был нормален, а пространство Е 
слабо полио (доказательство аналогично доказательству тео- 
ремы 1.9). На других признаках мы He останавливаемся. 

5. Слабо правильные конусы. Дальнейшие обобщения 
понятий правильного конуса связаны со слабой сходимостью. 

Рассмотрим пространство Е с одним конусом К. Назо- 
вем конус А слабо правильным, если из 

х<х.<... <х <... (KH, EK) (1.56) 

Xn <u (n==1, 2, ...) (1.57) 

следует слабая сходимость последовательности x,. Konyc K 
назовем слабо вполне правильным, если он нормален и 
если из (1.56) и 

Wx <M  (@=Ь0....) (1.58) 
следует слабая сходимость последовательности х„. 

Теория слабо правильных конусов разработана В. Я. Сте- 
ценко [4]. В частности, он показал, что каждый слабо 
вполне правильный копус слабо правилен (доказательство 
аналогично доказательству теоремы 1.7). Правильный и 
слабо вполне правильный конус вполие правилен. Оказалось 
также, что каждый слабо правильный конус нормален. 

Понятия, связанные со слабой правильностью конуса, 
естественным образом обобщаются на случай пространств 
с двумя конусами. 

И



ГЛАВА 2 

ЛИНЕЙНЫЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

В этой главе изучаются линейные операторы, оставляю - 
1ие инвариантным некоторый конус в банаховом простран- 
тве. Выделяются классы операторов, имеющие в конусе 
обственные векторы. При широких предположениях такие 
собственные векторы оказываются единственными (с точ- 
остью до нормы), а соответствующие собственные значения 
ольше абсолютных величин остальных собственных значений. 

$ 1. Линейные й.-положительные операторы 

1. Определения. Пусть Е — банахово пространство с ко- 
усом К. Линейный оператор А называется положительным, 
сли оп преобразует конус К в себя: из х > 9 вытекает, что 
Ax > 0. 

Нетрудно видеть, что положительный линейный оператор A 
ббладает свойством монотонности: для любых элементов 
с, УСЕ из х<у вытекает, что Ах < Ау. Действительно, 
с «у означает, что ух? 0, по тогда Ау— Ах >. 6. 

Обозначим через и, некоторый фиксировапный ненулевой 
‚лемент из К. Линейный положительный оператор А назовем 

1)-Ограниченным снизу, если для каждого ненулевого хЕК 
ожно указать такое натуральное п и такое положительное 
исло 9, что 

хи, < А”х. 

\налогично оператор А назовем и,-ограниченным сверху, 
‘сли для каждого ненулевого хЕК найдутся такие т и 8, 
iTO 

А"х < Вщ.
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Если, наконец, для каждого хСК (х 59) при некотором п 

Ay < A"x < Ви, 

то оператор А назовем щ-положительным. 
Если конус К телесен и для каждого ненулевого х из К 

найдется такое п, что А”х является внутренним элементом 
конуса, то оператор А называется сильно положительным. 
Сильно положительные операторы являются простейшим при- 
мером и,-положительных операторов, где и, — произвольный 
внутренний элемент конуса К. Действительно, если А”х — 
внутренний элемент конуса, то при достаточно малом х > 0 

элемент А”х — ящ также будет элементом конуса, т. е. 
хи, < А"х; аналогично, если и, — внутренний элемент конуса, 

1 
то при достаточно больших В элемент и, — -- А”х также при- 

надлежит конусу, то есть А"х < 8щ. 
Проведенные рассуждения показывают также, что каждый 

положительный оператор щ-ограничен сверху, если конус К 
телесен, а и, — внутренний элемент этого конуса. 

2. Примеры. В случае конечномерных пространств с ко- 
нусом, составленным из векторов с неотрицательными ком- 
понентами, линейные положительные операторы определяются 
матрицами с неотрицательными элемеитами. 

Для нас основной интерес представляют линейные инте- 
гральные операторы 

Ax (t) = fre. s) x (8) ds, (2.1) 
о 

действующие в различных пространствах Е функций, опре- 
деленных на множестве 9, которое всюду в дальнейшем мы 
предполагаем ограниченным и замкнутым подмножеством 
конечномерного пространства. Предполагается, что ядро 
удовлетворяет условиям, при которых оператор (2.1) дей- 
ствует и непрерывен в соответствующем пространстве. 

Если в качестве конуса рассматривается множество всех 
неотрицательных функций из соответствующего пространства 
(С, [р ит. ц.), то оператор (2.1) будет очевидным образом 
положителен, если ядро А (Е, $) неотрицательно: 

(6 920 8, sEQ).
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Если оператор (2.1) действует в пространстве С и если не- 
которая итерация 

ky(t, 8) = 

= f ... fee 1) Е (1, %) ... R(GN-y S)do, ds, ... doy, 
3 5 (2.2) 

положительна, то оператор (2.1) будет сильно положитель- 
ным в С, так как функция А^х(Р) будет положительной 
функцией, какова бы ни была неотрицательная, но не равная 
тождественно нулю функция х (0. 

Допустим, что оператор (2.1) действует в Ё,. Если при 
этом ядро К (&, $) удовлетворяет неравенству 

k(t, s)>m>o0  (t, s€Q), (2.3) 

то оператор (2.1) будет иу-ограниченным снизу, если в ка- 
честве и, выбрать функцию 45 (Ё)==1. Это вытекает из оче- 
видного неравенства | 

Ах (р > т [х(9аз=т [х (в) 45 щи (®. 

о g 

Оператор (2.1) при условии (2.3) не обязательно обладает 
свойством й,-ограничениости сверху; например, если А ([, $) == 
— К, (Г), где (р 2т и Ау(Р) не ограничена, то функции 
А"х (ГР) не будут и,-ограниченными сверху, а следовательно, 
А не будет и,-положительным, если My (f) = 1. 

При’ изучении интегральных операторов (2.1) с неотри- 
цательными ядрами в ряде случаев можно указать инвариант- 
ные конусы, отличные от конуса всех неотрицательных 
функций. Пусть, например, ядро А(Ё, $) неотрицательно и 
удовлетворяет условию 

u(t) <k(t. s)<pu(t) (tf, SEQ), (2.4) 
где pol, a ynKuna uy(f) принадлежит пространству Е 
(С, [, ит. д.), в котором действует оператор (2.1). Оче- 
видно, для каждой неотрицательной функции х (1) 

[х (5) 454 (0) < АХФ «р || 5) 45щ(®. 
® 2
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Следовательно, оператор (2.1) при условии (2.4) оставляет 
инвариантным конус Ки, ‚, где К — конус всех неотрица- 
тельных функций. Более того, мы показали, что оператор 
(2.1) при условии (2.4) преобразует весь конус К в свою 
правильную часть — конус Ки, ». 

Теорема 2.1. Пусть линейный оператор А преоб- 
разует конус К в конус Ки’, где щ — некоторый не- 
нулевой элемент из К, и пусть из Ах =0 (хЕК) сле- 
дует, что х = 09. Тогда оператор А будет щ-положителен 
на каждом конусе Ки, ру. . 

Доказательство. Знаком < будем обозначать полу- 
(e) 

упорядоченность, определенную конусом К, а знаком” < — 
полуупорядоченность, порожденную конусом Кц, р+е, где 
$ — фиксированное неотрицательное число. 

Пусть х@Кь, р-н X#O. Torna AXE Ku, >, То есть най- 
дется такое а > 0, что 

аи, < Ах < ращ.. (2.5) 
Положим 

__ о — 1] _ __ ta __ 
(= 7-14. * 9 — а бое’ 8 = ра + ах. 

Тогда из (2.5) вытекают неравенства 

44 < Ах — аш < (© =) бой 

2 < Puy — AX < (Pp + &) Ay. 

Полученные неравенства означают, что 

(=) (=) 
Oly << Ax < Buy. 

Теорема доказана. 
Подчеркнем, что теорема 2.1 относится не только к опе- 

раторам вида (2.1). 
3. Положительность ограниченного снизу и сверху 

оператора. Нелосредственио из определений не вытекает, 
что #\)-ограниченный сверху и снизу оператор А является 
и,-положительным оператором, так как для каждого ненуле- 
вого ХЕК неравенства ай, < А”х и А”х < Ви, могут вы- 
полняться при различных п и т. Однако имеет место 

Теорема 2.2. Если оператор А ц-ограничен сверху 
и снизу, то он иу-положителен.
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Доказательство. Во-первых, заметим, что при не- 
котором натуральном А выполняются неравенства 

ош < Аи < Вим, (2.6) 

В качестве К достаточно, например, выбрать произведение 

Е = 5, где а А’ и Аи «В щ, тогда будут выпол- 
нены неравенства (2.6) при Oy == a и в == Bs, 

Пусть х — фиксированный ненулевой элемент из К. Обо- 
значим через ш и п такие натуральные числа, что 

аи, < А"х, АПх < Ви (а, В>0). (2.7) 

Без ограничения общности можно считать, что п>т. Из 
(2.7) тогда вытекает, что 

1 ` 1 а п-т п-т т n А"-ти >> А (34 х) = "хуи (2.8) 

Предположим вначале, что числа п — т и А взаимно простые. 
Тогда либо найдутся положительные натуральные числа р 
и д такие, что 

р(п— т) — а =1, (2.9) 
либо такие, что 

— p(n— m)+qk=1. (2.10) 

В первом случае в силу (2.6) и (2.8) e 

_m.— _m\— 1 Au, = АР (п-т) и > АР (п-т) qk (ри) — 

0 

1 
= А?" т) и > (+) № (2.11) 

Пусть т -- ’Ё > п. Тогда в силу (2.6) и (2.7) 

Ams < BAT Uy < бб, 
и в силу (2.11) 

p ym+rkR—an 
т гк mprk—n 1 a 

A x > aA а ($) Uy. 

Таким образом, в случае (2.9) элемент А"!’”*х будет удо- 
влетворять неравенством а’и, < А"! х В’ щ (а, B’ > 0).
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Рассмотрим случай (2.10). Снова в силу (2.6) и (2.8) 

Aug = AMP Muy <AmemP mmm [EY Amr yy | = 
а 

Ноу ить < (+) Rte 
_ 3\P 2 — Ш 

Ax < ЗА" "и < В (CE) Я Ly 

и из (2.7) вытекает, что 

аи, < А"х < Вщ.. 

Допустим теперь, что числа п — т и А не обладают свой- 
ством взаимной простоты. Пусть 

= а, п=р {па т=р т, 

где 4 — наибольший обший делитель чисел А ип— т; оче- 

видно, 1) < йо. Введем обозначения А“ — В, А'х == у. Тогда 
неравенства (2.6) и (2.7) можно будет переписать в виде 

k 
ово < Ви, < В 

и < By, By < Buy. 

Так как теперь числа п, — Ту и Е взаимно просты, то по 
уже доказанному найдется такое $, что 

® 

и < Bry < B’uy (а’, B’ > 0). 

Последнее неравенство можно переписать в виде 

l a ty << А+ х < Bl uy. 

Тогда 

Теорема доказана. 
4. Непрерывность положительного оператора. Прове- 

денные выше рассуждения носили чисто алгебраический ха- 
рактер и не были связаны с непрерывиостью оператора. 
Укажем некоторые общие положения о непрерывности поло- 
жительных операторов, — 

Теорема 2.3. //усть Еу и Е. — два банаховых про- 
странства с конусами соответственно К) и Ко, первый 
из которых телесен, а второй нормален. Пусть действую- 
щий из Е, в Е› аддитивный однородный оператор А по- 
ложителен в том смысле, что АКС К..
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Тогда оператор А непрерывен. 
Доказательство. Пусть и, — внутренний элемент ко- 

нуса К;. Тогда множество (0, и’) всех элементов ХЕХ, 
удовлетворяющих неравенствам 0 < х < щ, будет содержать 
некоторый шар. Поэтому достаточно доказать ограничен- 
ность по норме пространства Е, множества А(6, uy). 

Если @ < х<ц, то 8 < Ах < Аиц.. В силу теоремы 1.2 
норма в Е. полумонотонна и из последних неравенств вы- 
текает, что 

Ах к, < МА в, (x€ (8, uy )). 
Теорема доказана *). 
Доказательство сохраняет силу, если пространства Е; и 

Е› неполны. В этом случае оператор А по непрерывности 
можно продолжить на пополненные пространства. 

Так как в силу теоремы 1.4 конус Ки, телесен и нор- 
мален, то аддитивный и однородный оператор, преобразую- 
щий Аш в себя, непрерывен по ицу-норме. 

5. Равномерно положительные операторы. Линейный 
оператор, оставляющий инвариантным конус К, назовем равно- 
мерно положительным, если 

[Ах] 26]х| (ЕК). 
Примером равномерно положительного оператора может 
служить единичный оператор Г: 

Ix =x (x EE). 

Теорема 2.4. Если на конусе К определен равно- 
мерно положительный линейный вполне непрерывный опе- 

pamop А, то К допускает оштукатуривание. 

Доказательство. Введем обозначение К, —=АК. 
Очевидно, К, является конусом. Этот конус Ку локально 
компактен (см. стр. 30), так как пересечение его с единич- 
ным шаром лежит в замыкании компактного множества зна- 
чений оператора А на пересечении конуса К с шаром 

1 
радиуса --. Как было показано выше, из локальной 

  

*) Теорема остается справедливой, если предположение о те- 
лесности конуса К\ заменить менее ограничительным предположе- 
нием о том, что конус К, воспроизводящий (см. И. А. Бахтин, 
М. А. Красносельский, В. Я. Стеценко [!]). 

5 Зак. 2918. М. А. Красносельский
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компактности конуса К, вытекает, что Ку допускает ошту- 
катуривание. 

Обозначим через Г,(х) линейный равномерно положи- 
тельный на А, функционал: 

К (х) > а |х| (x€ Ko). 

NosoKum f (x)= (Ах). Линейный функционал {(х) равно- 
мерно положителен на А: 

1 (<) = (Ах) 2 а [Ах] аб х | (ХЕК). 

Из теоремы 1.5 вытекает, что К допускает оштукатуривание. 
Теорема доказана. 

Эту теорему естественно дополнить замечанием, что на 
каждом допускающем оштукатуривание койусе К можно 
определить равномерно положительный линейный вполне не- 

прерывный оператор А. Достаточно, например, положить 
Ах = / (х) и, где и, — некоторый ненулевой элемент из К, 
а Г (х) — равномерно положительный линейный функционал. 

Примером равномерно положительного линейного опе- 
ратора может служить оператор 

Ах (В = fee. 5$) х ($) 45, (2.1) 
g 

ядро которого удовлетворяет условию (2.4) 

ug(t) << k(t, s)<puy(t) — (& $69). 
Если этот оператор действует, например, в пространстве С 

непрерывных на @® функций и если и, (Г)ЕС, то оператор 
(2.1) преобразует в себя конус Ки, ‚, непрерывных функций 
х (Г, удовлетворяющих при некотором а == а [х (1)] условию 

в < х( <ращ( (6%), 
и на этом конусе выполнено неравенство 

Ax (tf) = | К (Е, $ (5) 48 > ш 0 | x (s)ds > 

g е 

> ащ (Ю ] и ($) 4$ > - Г у (5) 45 х (1) (Е). 

о 2
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Последнее неравенство означает, что оператор А равномерно 

положителен. Напомним, что (в силу теоремы 2.1) конус Ки, р 
допускает оштукатуривание. 

Допустим, что линейный (уже не обязательно вполне не- 

прерывный) оператор А удовлетворяет близкому к равно- 

мерной положительности условию 

Ах»тх|щ, (2.12) 

где и, — некоторый фиксированный ненулевой элемент из К. 
Определим положительный функционал f)(xX) так, что 
Ло (№0) =1, и положим }(х)= (Ах). Из (2.12) тогда будет 
вытекать, что f(x) является равномерно положительным 
функционалом. 

Таким образом, из существования линейного опера- 
тора А, удовлетворяющего условию (2.12), вытекает, что 
конус К допускает оштукатуривание. 

Оштукатуриваемый конус нормален; поэтому (2.12) 
является более жестким ограничением, чем равномерная по- 
ложительность оператора. 

$ 2. Существование собственного вектора 

1. Положительные собственные векторы. Ненулевой 
элемент ХЕЕ называется собственным вектором линейного 
оператора А, если 

Ах = Ах, 

где ^ — некоторое вешественное число, которое называют 
собственным значением оператора А. 

Лопустим, что линейный оператор А действует в про- 

странстве Е с конусом К и оставляет этот конус инвариант- 
ным. Иначе говоря, А — положительный оператор. Нас будет 
интересовать вопрос о существовании у оператора А соб- 
ственных векторов, принадлежащих К. Эти собственные 
векторы мы будем называть положительными. 

Собственные значения Х^, соответствующие положительным 
собственным векторам положительного линейного опера- 
тора 2, будем называть позитивными собственными значе- 
ниями. Очевидно, позитивные собственные значения неотри- 
цательны. Подчеркнем, что собственные значения оператора А, 
которым соответствуют собственные векторы, не лежащие 

% 

5*
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в К, мы не называем позитивными, даже если они положи- 
тельны. 

2. Принцип Шаудера неподвижной точки. Оператор В 
(линейный или нелинейный), действующий в пространстве E, 
называется вполне непрерывным, если он непрерывен и если 
он каждое ограниченное множество преобразует в компакт- 
ное. Естественным образом понятие полной непрерывности 
распространяется на операторы, заданные на некотором мно- 
жестве ТС Е. 

При доказательстве существования решений у уравнений 

х = Вх 

с вполне непрерывным оператором В во многих случаях 
удобно пользоваться известным принципом Шаудера *): если 
вполне непрерывный оператор В преобразует ограничен- 
ное выпуклое и замкнутое множество Т в себя, то на Т 
оператор В имеет по крайней мере одну неподвижную 
точку х*. Неподвижная точка х* оператора В — это реше- 
ние уравнения х = Вх. 

3. Существование положительного собственного век- 
тора у линейного вполне непрерывного оператора. 

Теорема 2.5. //[усть линейный положительный опе- 
ратор А вполне непрерывен. Пусть для некоторого не- 
нулевого элемента и такого, что —UEK, u=Vv—w 
(о, %ЕК), выполняется соотношение 

АРи >. ви (a > 0), (2.13) 

где р— некоторое натуральное число. 
Тогда оператор А имеет в К по крайней мере один 

собственный вектор ху: 

Ах = А, (2. 1 4) 

причем позитивное собственное число № удовлетворяет 
неравенству 

> Va. (2.15) 

Доказательство. Будем доказывать существование 
у оператора А единичного собственного вектора ху (||х\||= 1) 
в конусе К. 
  

*) См. Л. В. Канторович и Г. П. Акилов [1].
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Обозначим через А, (п==1, 2,...) операторы, опреде- 
ленные равенством 

U 
X — 

A( т 7) 
—=T_7. v\I ’ 

Alx 5) a(x +5 
и рассмотрим их на пересечении Т конуса К с единичным 

шаром ||х||<\1. Каждый из операторов A, преобразует Т 
в себя и вполне непрерывен вместе с оператором А (доста- 

А„х (2.16) 

у 1 
точно заметить, что А +") > 49+ 0, в силу чего 

| A(x+)| >0 при хЕ Т). В силу принципа Шаудера 

каждый оператор А‚„ имеет неподвижную точку х,ЕТ. Из 
(2.16) следует, что |х„|==1. Равенства A,x,— x, пере- 
пишем в виде 

A(x, +2 )=hix, (n=1,2,...) (2.17) 

Из (2.17) вытекают соотнощения 

х,> Ах, ey > Go Av (n—=1, 2, ...). (2-48) 

Отсюда и из условия (2.13) вытекает, что 

  

  

1 1 U 1 
—— АР-1х — — АР (x =) — - АР» Хи р oe Fa) ye 9 

1 р a ——_ 
= НР А “> ПАВ u (1 = 1, 2, ...). 

п п 

Поэтому существует такое максимальное В, >> 0, что х,„> Ви. 
Из (2.18) и (2.13) далее следуют соотношения 

ape (thE) > ap et geo ago te 
п 

x, > 

(2.19) 
Из максимальности чисел B, вытекают неравенства 

(вт) < @=ь%...)
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которые МОЖНО переписать в виде 

Moat a (n= 1, 2,...). (2.20) 
п a 

Так как оператор А вполне непрерывен, то можно вы- 

брать подпоследовательность номеров п, (1=1, 2,...) так, 
и 

чтобы последовательность A(x, + =) сильно сходилась к 
i 

некоторому элементу у*. В силу (2.20) при выборе последо- 
вательности и, можно одновременно обеспечить сходимость 
чисел hn, к некоторому числу №, удовлетворяющему нера-- 

венству (2.15). Тогда элементы Xn, будут сходиться по норме 
* 

№‘ 
Для получения равенства (2.14) достаточно перейти к пре- 

делу в равенствах 

A (Xn, ти) ых (=1, 2, ...). 

Теорема доказана. 
Доказанная теорема содержит два существенных ограни- 

чения: условие (2.13) и предположение о полной непрерыв- 
ности оператора А. В последующих пунктах будут рассмо- 
трены случаи, когла эти ограничения, относящиеся к опе- 
ратору А, можно заменить предположениями о некоторых 
свойствах пространства Е и конуса К. 

4. Существование собственного вектора у равномерно 
положительного олератора. Напомним, что линейный по- 
ложительный оператор А называется равномерно положи- 
тельным, если 

1х2 6[х| ЕЮ, 

к элементу Ху = 

где b>0. 
Теорема 2.6. (ГГусть вполне непрерывный линей- 

ный оператор А равномерно положителен. 
Тогда А имеет по крайней мере один положительный 

собственный вектор. 
Доказательство. Введем в рассмотрение оператор 

  

__ Аха хр 
таят СВК. <, 

где и, — некоторый фиксированный ненулевой элемент из А.
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Оператор В вполне непрерывен на пересечении Г ко- 
нуса К с единичным шаром |х||<\1. Непрерывность его 
вытекает из того факта, что элементы 

Ах--(1— 1х0 (ET) 
отличны от нуля 0. Компактность множества ВТ вытекает 
из полной непрерывности и равномерной положительности 
оператора А. Действительно, из любой последовательности 
элементов множества Т можно так выбрать подпоследова- 
тельность х„(й = 1,2,...), чтобы элементы Ах, сходились 
к некоторому элементу у“ а числа |х,„|— к некоторому 
неотрицательному числу х. Числа 

В, == |Ах,-Н( — 1х, “oil 
будут при этом сходиться к некоторому пределу 8, причем 
В>0. Последнее неравенство вытекает из равномерной по- 
ложительности оператора A, если « ==1, так как 

[Ах На — [|| м Ах|— а — |] ¥alD I 4oll > 
20| — (Е 

Если же я<1, то элементы Ах„--(1— |х„|) и сходятся 
к ненулевому элементу у-- (1 — ищу в силу чего В = 
— | у" (1 — @) a,||>0. Таким образом, из любой после- 
довательности элементов множества Г можно выбрать под- 
последовательность х„ так, чтобы элементы Вх„ сходились 
сильно к некоторому пределу. Следовательно, ВТ компактно. 

Вполне непрерывный оператор В преобразует множество Г 
в себя. В силу принципа Шаудера оператор В имеет непо- 
движную точку сх”, причем 

[р = |8" =1. 
Но тогда 

Ах” = || Ax*|| x". 

Теорема доказана. 
В условиях теоремы 2.6 в явной форме не указаны 

ограничения на копус К, который оператор А оставляет 
инвариазтным. Однако равномерная ограниченность вполне 
непрерывного оператора. А означает в силу теоремы 2.4, 
что копус К допускает оштукатуривание. Так как конусы 
неотрицательных функций в пространстве С непрерывных 
функций и в пространствах (< р<оо) оштукатуривания
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не допускают, то в приложениях, как правило, удобнее тео- 
рема 2.5, несмотря на условие (2.13). 

5. Слабая топология и принцип Тихонова— Шаудера. 
Оператор А назовем слабо непрерывным, если он каждую 
слабо сходящуюся последовательность элементов преобра- 

зует в последовательность, которая также сходится слабо. 
Как известно, каждый линейный непрерывный оператор А 

слабо непрерывен. Действительно, пусть последовательность 
x, слабо сходится в себе. Тогда для любого линейного 
функционала }(х) последовательность }(Ах,„) сходится, так 
как /(Ах„) = 4А*/(х„)(п=1,2,...), где А” — линейный 
оператор, сопряженный А. 

Напомним, что множество Ге называется слабо ком- 
пактным, если из каждой последовательности х„Е Т можно 
выделить слабо сходящуюся подпоследовательность. Еди- 
ничный шар в пространствах [,(1<«р«со) слабо компак- 
тен. Если единичный шар в пространстве слабо компактен, 
то слабо компактным будет каждое ограниченное замкнутое 
выпуклое множество. 

Ниже будет использован приицип Тихонова [1] существо- 
вания неподвижной точки: если слабо непрерывный опера- 
тор В преобразует слабо компактное и слабо полное 
множество Т в себя, то на Т оператор В имеет по 
крайней мере одну неподвижную точку. 

6. Линейные операторы в слабо полных пространствах. 
Теорема 2.7. Пусть пространство Е слабо полно 

и единичный шар в Е слабо компактен. Пусть конус К 
допускает оштукатуривание. 

Тогда каждый линейный оператор А, оставляющий 
инвариантным конус К, имеет по крайней мере один 
собственный вектор. 

Доказательство. Так как К допускает оштукату- 
ривание, то в силу теоремы 1.5 существует равномерно 
положительный на К линейный функционал, то есть такой 
функционал Г, (хХ), что | 

(4) > а|х|  (# EK). (2.21) 
Обозначим через Т множество таких элементов х, при- 

надлежащих А, что /,(х)==1. Множество Т является пере- 
сечением конуса К и гиперплоскости Гу (х)=1. Поэтому 7
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выпукло и замкнуто. Из (2.21) вытекает, что 

[<= (ЕТ. 
Таким образом, Т компактно в слабой топологии. 

Пусть 
х-+ Ах 

Bx = ~~ x€T). 2.22 Ratan Ee") (и) 
Оператор В преобразует Т в себя. 

Из слабой непрерывности оператора А очевидным обра- 
зом вытекает слабая непрерывность оператора (2.22). Сле- 
довательно, непрерывный в слабой топологии оператор В 
преобразует компактное в слабой топологии выпуклое мно- 
жество Г в себя. Из принципа Тихонова вытекает, что опе- 
ратор В имеет по крайней мере одну неподвижную точку 
ХоЕ Т. Значит, 

AX) = [fo (Xp + AX) — 1] Xp = fy (AX) Xo. 

Теорема доказана. 
В этой теореме к положительному оператору А не предъ- 

явлены дополнительные требования. Однако требования, 
предъявленные к пространству и конусу, весьма ограничи- 
тельны, ибо, как правило, либо конусы неотрицательных 
функций в обычных функциональных пространствах не до- 
пускают оштукатуривания, либо единичный шар в этих про- 
странствах не обладает слабой компактностью. Заметим, что 
все условия теоремы 2.7 выполнены, если пространство E 
конечномерно. 

Пример, рассматриваемый в следующем пункте, показы-. 
вает, что оба условия теоремы 2.7 существенны. 

Теорема 2.8. Густь пространство Е слабо полно 
и единичный шар в пространстве Е слабо компактен. 
Пусть конус К нормален. 

Пусть линейный оператор А удовлетворяет условию 

A(X) Uy LAX < pa (x) Uy (хЕК), (2.23) 

где а(х) >20, р>1. 
Гогда “A имеет по крайней мере один положитель- 

ный собственный вектор. 
Доказательство. Из (2.23) вытекает, что опера- 

тор А оставляет инвариантным конус Ки,›, который в силу
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теоремы 1.13 допускает оштукатуривание. Поэтому суще- 
ствованпие положительного собственного вектора вытекает из 
теоремы 2.7. 

Теорема доказана. 
7. Примеры. Рассмотрим оператор 

f 

Ах (В = [ х ($) 4$ (2.24) 
0 

в различных простраиствах Е функций на [0,1]. Оператор 
(2.24) преобразует в себя конус неотрицательных функций, 
но собственных векторов оператор А не имеет ни в прост- 
ранстве Д, в котором конус допускает оштукатуривание, 110 
шар не обладает свойством слабой компактности, ни в про- 
странствах [,(1 <р< о), в которых шар слабо компактен, 
но конус положительных функций не допускает оштукату- 
ривапия. Таким образом, оба условия теоремы 2.7 сущест- 
венны. 

Оператор (2.24) вполне непрерывен и в простраиствах 
(1 < р< ©5), и в пространстве С непрерывных функций. 

Отсутствие положительных собственных функций означает, 
что в теореме 2.5 нельзя отказаться от условия (2.13). 

Укажем примеры интегральных операторов 

Ах (= [№ (t, s) x (s) ds, (2.1) 

2 
` 

удовлетворяющих условиям доказанных в этом параграфе 
теорем. 

Если ядро А (Е, 5) удовлетворяет условию (2.4), а опера- 
тор (2.[) действует и непрерывен (но ие обязательно вполне | 
непрерывен!) в одном из пространств L,(1 << p< ov), 
выполнены условия теоремы 2.8 — оператор А имеет по рай. 
ней мере одну неотрицательную собственную функцию. 

Пусть ядро А (1, $) удовлетворяет условию 

ky(t.s)> u(t) (№569), (2.25) 

где Ёл (+, 5) — итерированное ядро (см. (2.2)), a u(f)— He- 
отрицательная функция из пространства, в котором вполне 
непрерывен оператор (2.1). Тогда выполнены условия тео-
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ремы 2.5, так как из (2.25) вытекает неравенство 

AN x (t)= [Ry $) х(5) 48 > [х(5) 45 и (0) (69), 
2 2 

которое можно рассматривать как условие (2.13). Итак, из 
(2.25) вытекает существование по крайней мере одной неот- 
рицательной функции у оператора (2.1). 

8. Еще один признак существования собственного 
вектора. Напомним определение комплексных собственных 
значений линейных операторов А, рассматриваемых в вещше- 
ствеином пространстве E, 

Обозначим через Ё совокупность упорядоченных пар 
{x,y}, rac x, yEE. Mapy {x,y} будем обозначать через 
2 = х-- {у. Сумму и разность двух пар определим равенством 

(ЖЕНУ (XQ + bya) == (9х Ку = yy). 

Ecau A==o-+it, TO mponsBemeHne AZ определим равенством 

(o + it) (x + ly) == (ox — ty) +1 (tx + oy). 

Нетрудно видеть, что при таком введении алгебраических 

операций Е обращается в линейную систему над полем 
комплексных чисел. 

Пространство Е обращается в нормированное простран- 
ство, если положить 

ху! = мах |хяп8-- усо$0||. 
О<9 < жж 

Пространство Е полно, если полно пространство Б. 
Оператор А распространяется с веществениого простран- 

ства Е на комплексное расширение Е при помощи равенства 

A(x + ly)==Ax-+iAy (x, yEE&). 

Число ^ (которое может уже быть комплексным) назы- 
вается собственным значением оператора А, если найдется 

такой ненулевой элемент 2. ЕЁ, что Аг, = Аг. В дальнейшем, 
говоря о собственных значениях оператора, мы будем пред- 
полагать, что речь идет и о вещественных и о комплексных 
собственных значениях. 

Допустим, что вполне непрерывный оператор А имест 
собственный вектор и, отвечающий собственному значению p,
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являющемуся корнем р-й степени из положительного числа 9. 

Тогда 

AP = щи, 

и элемент и можно считать вещественным, то есть считать, 
что иСБ. Без ограничения общности можно предполагать, 

что —иЕК. Если элемент и можно представить в виде 

u—=VU— WwW (о, wEK), 

то из теоремы 2.5 будет вытекать, что оператор А имеет по 
крайней мере один собственный вектор, принадлежащий 
конусу К. 

Оказывается, что этот факт допускает существенное обоб- 
щение. 

Теорема 2.9. Пусть линейный вполне непрерывный 
оператор А оставляет инвариантным конус К. Пусть 
оператор А имеет ненулевое вещественное или комплексное 
собственное значение, которому отвечает собственный 
вектор в замыкании линейной оболочки конуса К. 

Гогда оператор А имеет по крайней мере один поло- 
жительный собственный вектор. 

На полном доказательстве этой теоремы мы не остана- 
вливаемся (см. М. Г. Крейн и М. А. Рутман [1]). Завершим 
лишь доказательство для случая, когда К — воспроизводящий 
конус. 

Нам осталось рассмотреть случай, когда А имеет ком- 
плексное собственное значение и, не являющееся корнем 
целой степени из положительного числа. 

Рассмотрим операторы А--е,А?; эти операторы имеют 
собственное значение № -{ =, и2. Выберем последовательность е„ 
так, чтобы она стремилась к нулю и чтобы числа в-Р ел? 
были корнями целой степени из некоторых положительных 
чисел. По уже доказанному каждый из операторов А-+{ „4? 
имеет нормироВанный положительный собственный вектор 

",ЕК: 
(A+ ¢,A*) hy = ра, 

причем из (2.15) вытекает, что 

tha [ве |.
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Без ограничения общности можно считать, что числа в, схо- 
дятся к некоторому числу №, > |в|, а элементы Ай, — к не- 
которому элементу 2%. Переходя к пределу в равенствах 

ht, =~ (Ah, +e,A'h,) (n= 1, 2, ...), 

убеждаемся в сходимости последовательности fh, к некото- 
рому элементу #, Е К и в справедливости равенства Ай, = во. 
Этим доказательство завершено. 

Из приведенного доказательства вытекает, что одно из 
позитивных собственных значений вполне непрерывного поло- 
жительного линейного оператора А не меньше модулей осталь- 
ных собственных значений. 

9. Существование собственного вектора в узком 
конусе. Выше были рассмотрены случаи, когда оператор А 
оставляет инвариантными одновременно два конуса Куи К, 
причем К,сК. Как правило, в таких случаях желательно 
доказать существование собственного вектора в «узком» 
конусе Ку. 

Если конус К допускает оштукатуривание, то конус Ку 
также допускает оштукатуривание. Поэтому в условиях тео- 
ремы 2.7 можно утверждать, что А имеет собственный век- 
Top B Ky, если только АК, СК.. 

Оказывается, что и в условиях теоремы 2.6 оператор А 
имеет по крайней мере один собственный вектор в «узком» 

конусе Ку, если АКсКуи vEK,. Для того чтобы в этом 
убедиться, достаточно операторы (2.16) рассматривать на 
пересечении Ту конуса К` с единичным шаром ||х|| < 1; тогда 
элементы х„ будут принадлежать К’. 

$ 3. Простота позитивного собственного значения 

1. Оператор й,-положительный с собственным век- 
тором. 

Лемма 2.1. Густь $ — положительный собственный 
вектор и-положительного оператора А. 

Тогда А является Ф9)-положительным оператором. 
Доказательство. Из определения и,-положительности 

оператора вытекает, что при некоторых 9% и № выполняются 
неравенства 

оо < Py <K Ви.
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Тогда из неравепств 
аи, < А"х < Ви, 

следует, что 

0 

a n В 
$B 7 SAX ST Fo 

Лемма доказана. 
2. Простота собственного значения. Напомним, что 

собственное значение № линейного оператора А называется 
простым, если все решения уравнений 

(А 7 х=0  (п=1,2,...) (2.26) 
являются одновременно решепиями уравнения 

Ax = №ох, (2.27) 

причем множество решений уравнения (2.27) одномерно. 
Теорема 2.10. Лусть 5% ЕК и $ — собственный век- 

тор и-положительного линейного оператора А: 

Agy = hoo 

Пусть К является воспроизводящим конусом. 
Тогда № является простым собственным значением 

оператора А. 
Доказательство. Покажем вначале, что множество 

решений уравнения (2.27) одпомерно. В предположении про- 
тивного оператор А имеет отличный от $) (и неколинеарный Op) 
ненулевой собственный вектор фу, соответствующий тому же 
собствениому значению А: 

Ady = фо. 

Без ограничения общности можно считать, что — ЕК. 
Тогда в силу леммы 1.3 найдется такое наибольшее [, что 
Фо — КСК, а $, — НЕК при Ё > &. Это число К положи- 
тельно. Действительно, так как копус К воспроизводящий, 

7 

TO y= b)— Yo, где ф, 4 ЕК. Отсюда % <. Оператор А 
в силу леммы 2.1 ф\-положителен. Поэтому при некотором р 
выполняется перавенство А? < 8$) (8 >> 0), откуда А? < ВФ, 

1? 
то есть ®%— ФСК. 

Так как оператор А х,-положителен, то при некотором п 
будет выполнено неравенство 

А" (6 — $0 > 2% > а,
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где «> 0. Из последнего неравенства вытекает, что 

a 1 

Po — fo la MEK, 
0 

а это противоречит максимальности fp. 
Итак, собственному значению А, соответствует единствен- 

ный (с точностью до нормы) собственный вектор $ опера- 
тора А. 

Допустим, что одно из уравнений (2.26) имеет ненулевое 
решение \”, не являющееся решением уравнения (2.27). Пусть 

(А— № Г) х* = 0 и (АЖ * +2 0. Элемент (АЖ Г)“ у*, 
очевидно, будет решением уравнения (2.27). По уже дока- 
занному 

(А — АГ = hey 
где А -Е 0. Введем обозначение 

— + (A — dt? = Хо. 

Тогда 
AX 9 =X — Foe (2.28) 

3 (2.28) BbiteKaeT, 4TO y,E K, TaK KaK B противном случае 

элементы А”), = 0, — пФ, будут положительны, то есть 

элементы > Xo — Fo булут принадлежать К вместе со своим 

пределом — $, что противоречит определению конуса. Так 
как конус К воспроизводящий, то =, — Хо, где СЕК 
и ЕК, причем \, == 0, так как ЕК. Из Фу-положитель- 

ности оператора А вытекает, что АРуо < Во, (8 >0) при 
некотором р. Тогда 

Жо — РА "о == АРжь == Айур — Айу > — А’ > — 
откуда 

Фо, | (2.29) 

причем 

Tak KaK XE K,
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Обозначим через { такое число, что «РЕД ЕК, 
а %-- ЕК при Ё >В. В силу (2.29) число К положи- 
тельно. Оператор А положителен, поэтому A(— +4 )EK, 

то есть (1 — 32) + HK K, а это противоречит макси- 

мальности Ц. 
Итак, уравнения (2.26) не могут иметь решений, отлич- 

ных от решений уравнения (2.27). 
Теорема доказана. 
3. Едннственность положительного собственного век- 

тора. 
Теорема 2.11. Пусть выполнены условля тео- 

ремы 2.10. Гогда у оператора А в конусе К есть един- 
ственный (с точностью до нормы) собственный вектор. 

Доказательство. Предположим противное. Пусть 

AG, = 191, Aa = Aoho (Ф, ЕК, 11$. | == [$] =1). 

В силу теоремы 2.10 можно без ограничения общности счи- 
тать, что А, >^.. Рассмотрим элементы p(t) Buna 

Ф (Е) = $ — $, (О<ЁХ ©°). 

Обозначим через &, такое значение &, что Ф(К)ЕК, Ф(ЮЕК 
при 2 > &. Число & положительно, так как в силу леммы 2.1 
элемент х (ГР) принадлежит К при достаточно малых положи- 
тельных {. 

Из положительности оператора А вытекает, что 

A 
A(% — 901) =o (% — fo HEX. 

Отсюда и из максимальности 4, вытекает неравенство ^, © ^.. 
Мы пришли к противоречию. 

Теорема доказана. 
4. Расположение инвариантных подпространств поло-. 

жительного оператора. Подпространство Е, СЕ называется 
инвариантным подпространством линейного оператора А, 
ecin AE, CE). 

Простейшим примером инвариантного подпространства 
оператора А может служить пополненная нулем 0 совокуп- 
ность всех собственных векторов, отвечающих одному фикси- 

рованному собственному значению.
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Нетрудно видеть, что прямая сумма нескольких инва- 
риантных подпространств будет инвариантным подпростран- 
ством. Инвариантным подпространством будет также замыка- 
ние прямой суммы любого бесконечного числа инвариантных 
подпространств. 

Одним из основных фактов теории линейных вполне не- 
прерывных операторов является возможность выделения их 
инвариантных подпространств. В частности, если ®, — соб- 
ственный вектор линейного вполне непрерывного оператора А, 
отвечающий простому собственному значению, то существует 
инвариантное для оператора А подпространство Е, такое, что 
каждый элемент ХЕЕ единственным образом представим 
в виде 

x= f(x) o-+4, (2.30) 
roe xX,€E, а /(х)— линейный функционал. Очевидно, 

f (qo) =1 0 f(x)=0 npn x EE, 
Усилением теоремы 2.11 является 
Теорема 2.12. Пусть выполнены условия тео- 

ремы 2.10. Пусть ИП —инвариантное подпространство опе- 
ратора А, которому не принадлежит положительный 
собственный вектор $. 

Пусть выполнено одно из следующих трех условий: 
2.12 (а). Подпространство П конечномерно. 
2.12 (6). Оператор А вполне непрерывен. 
2.12 (6). Пространство Е слабо полно, единичный шар 

в пространстве Е слабо компактен, конус К допускает 
оштукатуривание. 

Тогда пересечение подпространства П с конусом К 
состоит из одной точки 0. 

Доказательство. Предположим противное и 0бо- 
значим через Ки пересечение К ПП. Так как К и П инва- 
риантны для оператора А, то А преобразует Ки в себя. 
Множество Ки является конусом. 

Мы покажем, что каждое из условий 2.12 (а, 6, в) до- 
статочно для существования в Ки собственного вектора опе- 
ратора А. Этим доказательство будет завершено, так как 
существование отличного от © положительного собственного 
вектора противоречит теореме 2.11. 

Если выполнено условие 2.12 (а) или 2.12 (8), то ‘суще- 
ствование собственного вектора в Ки вытекает из тео- 

6 Зак. 2918. М. А. Красносельский
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ремы 2.7. Заметим, что условие 2.12 (8) можно было осла- 
бить, предположив, что слабо полно подпространство Ш, что 
слабо компактен единичный шар в П и что допускает ошту- 
катуривание конус Кл. 

Пусть выполнено условие 2.12 (6). Покажем, что опера- 
тор А, если его рассматривать на П, удовлетворяет усло- 
виям Теоремы 2.5. 

Пусть фу — ненулевой элемент из Ки. В силу леммы 2.1 
найлутся такие натуральное р и положительное 8, что 

А’ < №. (2.31) 

Введем обозначение $, = А’. В силу той же леммы 2.1 
найдутся натуральное р, и такое положительное э\, что 

9 < А’. (2.32) 

Из (2.31) и (2.32) вытекает, что 

А’, > 3 АР, = 7 фа. 

Последнее соотношение является условием (2.13) теоремы 2.5. 
Теорема доказана. 
5. Об интегральных операторах. Доказанные в этом 

параграфе теоремы непосредственно применяются к изучению 
интегральных операторов 

Ax (f) = [ee s) x (s)ds. (2.1) 
g 

Достаточные условия и,-положительности можно записать 

в виде 

uO) <ky 3 (569), — (2.33) 
где Ал (1, $) — итерированное ядро. 

Сделаем еще одно замечание. Если при доказательстве 
существования положительного собственного вектора целе- 
сообразно было искать наиболее «узкий» конус, которому 
этот собственный вектор принадлежит, то при применении 
утверждений типа теоремы 2.12 естественно искать наиболее 
«широкий» конус К, для которого эти утверждения остаются 
справедливыми, |
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$ 4. Сравнение с другими собственными значениями 

1. Основная теорема. Выше уже отмечалось (см. стр. 77), 
что одно из позитивных собственных значений линейного 
положительного вполне непрерывного оператора А является 
верхней границей для абсолютных величин остальных соб- 
ственных значений. Этот факт для важных классов линейных 
операторов допускает усиление (даже для некоторых опера- 
торов, не обладающих свойством полной непрерывности). 

Теорема 2.13. Пусть выполнены условия тео- 
ремы 2.10. Тогда позитивное собственное значение опера- 
тора А (то есть собственное значение, отвечающее по- 
ложительному собственному вектору %ЕК) больше 
абсолютных величин остальных собственных значений. 

Доказательство. Во-первых, заметим, что все поло- 
жительные собственные значения оператора А меньше Aj. 
Пусть действительно Аф; =^А $, где  >0. В силу тео- 
ремы 2.10 ^, =, а в силу теоремы 2. | $1 ЕК. Поэтому 
при достаточно больших Ё элементы ©--Ё не принад- 
лежат К. В то же время Go + tp EK при достаточно малых 
положительных # (так как —,=9,;— 9, где ф, ЕК и 

ф! == 8, причем при некотором натуральном р выполнено не- 
ps равенство А’ < №, В >0, откуда следует, что 

— 9 = wer 0) <9 их , 7 Poe 

АР 

и, наконец, Poe ЕК). Таким образом, существует 

такое наибольшее положительное число 2, что 9-2 ЕК, 

а %-- ЕК при Ё>Ь. Тогда Algo fo JEK, oTkyna 

A 
ho (% + boy и) ЕК (2.34) 

и (в силу максимальности fy) №, <^.. Значит, Х, < №. 
Допустим, что у оператора А есть отрицательное соб- 

ственное значение ^.. Тогла у оператора А? будут поло- 
2 2 

жительные собственные значения № и Л. Оператор A? 

6*
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очевидным образом *) удовлетворяет условиям теоремы 2.10. 

По уже доказанному будет выполняться неравенство di < ho, 
TO ecTh [Ay | < Ap. 

Нам осталось рассмотреть случай невещественного соб- 
ственного значения ^, =о-- м. Равенство 

А (х--1у) = 6 +“) (ху) 
эквивалентно системе двух равенств 

Ах —= сх — ту, 

Ay= tx + oy. 

Таким образом, нам нужно показать, что из равенства (2.35), 
где |х|| -- 1У| > 0, вытекает неравенство 

1.1 = УИ 2-2 < №. 

Заметим, что из равенств (2.35) и невещественности /, вы- 
тскает, что х и у линейно независимы и, в частности, от- 
личны от нуля. 

Обозначим через П двумерную плоскость в простран- 
стве Е, состоящую из элементов вида &х + *у. Из (2.35) 
вытекает, с одной стороны, что ФЕИ и, с другой, что П 
является инвариантным двумерным подпространством опера- 
тора. В силу теоремы 2.12 пересечение ППК ‘состоит из 
одной точки 6. Значит, векторы Ex-+-nHy npw | &[+ || >0 
не принадлежат К. 

Так как конус К воспроизводящий, то х = x’ — x”, rae 
х’, х"ЕК, причем х”-2=6, ибо мы доказали, что ХЕК. 
Из ®)-положительности оператора А вытекает, что АРх” < 8$, 
(В >> 0) при некотором р. Тогда 

A? x = АРх’ — АРх” >. — АРх”>. — Bo, 

(2.35) 

  7 я *\ 
he 

*) Если Фо — собственный вектор оператора А иеслн А oo-Orpa- 
ничен сверху, то Фо-ограниченными сверху будут все операторы АТ, 

т 
так как из А х< Ву вытекает неравенство 

AMI: = (AN) x < BAT I-Y og. = Вт Ч-Э д, 

Аналогично из Фо-ограниченности снизу или $о-Положительности 
оператора А вытекает соответственно Фо-ограннченность снизу или 
Фо-положительность Операторов А“.
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то есть 

% +2 APx EK, 

Из равенств (2.35) вытекает, что элемент b=a++ A’x 
В 

может быть записан в виде 

фт ЧН [> 0). (2.36) 

Обозначим через Т совокупность всех элементов вида (2.36), 
лежащих в К. Мы показали, что такие элементы существуют. 

Каждому ФЕТ поставим в соответствие число #2--1, 
Получившийся функционал будет ограничен. Из замкнутости 
конуса вытекает, что он будет принимать в некоторых точ- 
ках свое наибольшее значение М. Пусть $. =&х -Н ж%у-Н Ф— 
одна из таких точек. 

Из Ф-положительности оператора А следует, что 

АР, > (a>0) (2.37) 

при некотором р. Без ограничения общности можно считать, 

что — < 1. Неравенство (2.37) можно переписать в виде 
N 

( 1 — we) Noy tex + ny) > 6, (2.38) 
где | 

ых Е y= A? (Fox + Noy). 

Непосредственный подсчет показывает, что 

а-я вм |. 
Очевидно, 

$ 
$y =P + . х- т 

———_—_ ——у 

(1-35) ¥ (1-37) 
№)“. т 

есть элемент вида (2.36). Поэтому 

(5) + - ям. ne — a w—a} (Map 

откуда следует, что |^, | < dp. 
Теорема доказана.
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2. Собственные значения ограниченных сверху опера- 
торов. Доказанные выше для #\-положительных операторов 
теоремы теряют силу, если перейти к произвольным поло- 
жительным операторам. Примером может служить единичный 
оператор. Однако некоторые из доказанных теорем в ослаб- 
лепной форме могут быть перенесены на более широкие 
классы операторов. 

Мы ограничимся в этом пункте одной теоремой для 
и\-ограниченных сверху операторов А (1, ЕК, из => 8), то есть 
для таких положительных операторов, что для каждого не- 
нулевого хЕК найдутся такие ти 8 > 0, что Ах < Ви. 
Напомним, что каждый положительный линейный оператор 
и-ограничен сверху, если конус К телесен и и, — внутрен- 
ний элемент К. | 

Теорема 2.14. Пусть й,—положительный собствен- 
ный вектор Йй\-ограниченного сверху линейного опера- 
тора A: 

Ай, == ой. 

Пусть конус К воспроизводящий. 
Тогда остальные собственные значения оператора А 

по модулю не больше №. 
Доказательство. Пусть Аг==Ае (— СК). Рас- 

смотрим вначале случай, когда A> 0. 
Так как конус К воспроизводящий, то g= =” — =”, где 

=’, "СК. Пусть АПо” < ВИ, тогда 

AMg = А" 5" — АТВ" < А" 8" < В. 
Поэтому 

1 
gag ANE <a hy 

O6o3Ha4uMM Yepes fy TAKOe NOMOXKUTEMbHOe YNCIO, ITO hy—hhg E K 
и № — Е8ЕК при {> В. Тогда из соотношения 

№ 
A (hy — yg) = ho( Ip — G2) EK 

BbITeKaeT, YTO A < Ao. 
Пусть телерь Аг==Ае(-—- РЕК) и ^< 0. Рассмотрим 

тогда оператор В = А?. Оператор В также будет й,-ограни- 
ченным сверху*), при этом ^? будет положительным соб- 

*) См. сноску на стр. 84.



$ 4] СРАВНЕНИЕ С ДРУГИМИ СОБСТВЕННЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ 87 

‚ ственным значением оператора В. По уже доказанному 

`^2 < №. Таким образом, [A] <A. 
Осталось рассмотреть случай комплексных собственных 

значений. Здесь мы воспользуемся соображениями, применен- 
ными во второй половине доказательства теоремы 2.13. 

Равенство А(х -—- iy)=A(x +iy), rae As=o-+ it 9kBn- 
валентно системе двух равенств 

Ах =: сх — TY, 

Ау=- сх — су. 

Поэтому нам нужно показать, что из этих равенств вытекает 
21 2 2 неравенство 0“ -|- <* < №. 

Как и при доказательстве теоремы 2.13, рассмотрим мно- 
жество элементов вида 

p= ixtrnythy (F412 > 0), 

которое имеет непустое пересечение Т с конусом К. 
Г будет компактным множеством, не содержащим точку 8. 

Доказательство всех этих утверждений в условиях теоремы 
2.14 почти полностью повторяет соответствующую часть до- 
казательства теоремы 2.13 *). 

(2.35) 

  

*) Так как нельзя ссылаться па теорему 2.12, то требует измене- 
ний доказательство того, что плоскость П, в которой оператор А 
задан равенствами (2.35) с неиулевым т, не имеет общих с кону- 
сом К ненулевых элементов. Указанный факт справедлив для любых 
положительных линейных операторов А. 

Чтобы в этом убедиться, будем рассматривать плоскость П как 
евклидову, считая числа <6, 1} прямоугольными координатами 
точки 6х -+- чуЕП. Из формул (2.35) вытекает тогда, что оператор 

1 ` 

= ——— А 
Veto 

определяет в плоскости П поворот на некоторый пенулевой и от- 
личный от х угол. Пусть ненулевой вектор Фо = {§p, о} принадле- 

жит Пи К; тогда все векторы Ато (п=1, 2,...) принадлежат И 

и К вместе со своей выпуклой оболочкой, которая очевидным об- 
разом содержит нулевой элемент 8 вместе с некоторой окрестпостью 
в П. Отсюда вытекает, что некоторый ненулевой элемент х принад- 
лежит конусу К вместе с элементом — х. Мы пришли к противо- 
речию, 

А,
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Обозначим через 4 = х --Жу-- Я, такой элемент из Т, 
что для всех остальных элементов 5х - у -- ЕТ выпол- 
няется неравенство 

PP B+ ap. 
Очевидно, 7 Ato € T, TO eCTb 

Ё 

Se ef WR yt MET, 
Поэтому 

of) + tH \2 Sg — TE \2 

му cag 
то есть 

9-2 < №. 

Теорема доказана. 

3. Положительные собственные векторы ограниченныл 
снизу операторов. В этом пункте будем предполагать, что 
А является й,-ограниченным снизу оператором, где 1 — по- 
ложительный вектор оператора А: 

Аш = holly. 

В этом случае оператор А может иметь позитивные собст- 
венные значения, большие чем \,. В качестве примера можно 
в двумерном пространстве векторов {§ 1} с конусом К из 
элементов, для которых & >20, рассмотреть оператор 

А (5, n} = {28 +n}; 

этот ONepaTOp wy-OrpaHuueH снизу, где и, = (0, 1}, причем 
All = из; в то же время оператор А имеет в конусе К соб- 
ственный вектор 9, == {1, 1}, причем Аф, = 2%. 

Однако некоторые свойства щ-положительных операто- 
ров сохраняются при переходе к и,-ограниченным снизу опе- 
раторам. Отметим одно из них: 

Теорема 2.15. Пусть 

Ah, = holt (hoEK,  |[Agl| = 1), 

и А является В, -ограниченным снизу оператором. 
Тогда каждому отличному от № нормированному по-` 

ложительному собственному вектору Фо оператора А 
(если такие собственные векторы существуют) соответ- 
ствует собственное значение, строго большее чем ho. 

&
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Доказательство. Пусть Афу = Фу, %ЕКи ||% |= 1. 
Из Йй,-ограниченности снизу оператора А вытекает, что 

А’ = Ny, 

rae р— некоторое натуральное число и a>Q. Тогда 
a 

Po > То» где т Эр. 

Из последнего неравенства вытекает, что Ах, >. 1, Ай, 
то есть №9, > ТАЙ Применяя к этому неравенству опера- 

тор А, получим 29, > {oho и аналогично 

90 то) № (п=1, 2, ...). 

Таким образом, № <^. | 
Допустим, что ^=^,. Обозначим через &, такое число, 

HTO Py > lyk) U Po —thE K npu t > ftp. По уже доказанному 
4 >0. Из #-ограниченности снизу оператора А вытекает, 
что А ?($% —К№) > ой, где % > 0, если Фу = №. Тогда 

№ (Фо — йо) 2 A No, 
то есть 

®— (6+) hy EK, 

что противоречит максимальности ($. 
Теорема доказана. 

$ 5. Неоднородные линейные уравнения 

1. Постановка задачи. Перейдем к изучению неоднород- 
ного уравнения 

Ао = АФУ, (2.39) 

где А — линейный положительный оператор. 
Допустим, что А, — точная верхняя граница абсолютных 

величин собственных значений оператора А. Уравнение (2.39) 
имеет тогда при любом { единственное решение, если ^>)^,. 
Если же ^=), или ^<^., то вопрос о разрешимости урав- 
нения (2.39) становится более сложным: это уравнение раз- 
решимо при всех ГЕБ, если Х не принадлежит спектру 
оператора, и лишь при некоторых /[ в противном случае.
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Более простой и более полный ответ на вопрос о раз- 
решимости неоднородного уравнения (2.39) может быть по- 
лучен, если рассматривать элементы f лишь из конуса К и 
если искать решения в конусе К. 

Теорема 2.16. Если ЕК и ^>_»Х, то уравнение 
(2.39) имеет единственное решение в конусе К. 

Если \<\ и 

A” f > eu, (e > 0), | (2.40) 

где и — такой ненулевой элемент из К, что 

AP uy > Np (2.41) 

то уравнение (2.39) не имеет в К решений. 
2. Леммы об эквивалентной норме. Пусть А — линей- 

ный оператор, действующий в банаховом пространстве E. 
Обозначим через ру наименьший радиус круга |^] р вком- 
плексной плоскости (^), в котором лежит спектр оператора А. 

Очевидно, ||А] ро, причем ||А] == ру лишь в исключи- 
тельных случаях. Например, интегральный оператор Воль- 
терра 

t 

Ax ()= frit. s) x (s) ds 
0 

с непрерывным ядром не имеет ненулевых собственных значе- 
ний (у = 0), однако норма его отлична от нуля независимо 
от того, в каком пространстве функций (С или Г,) он 
рассматривается. 

В теории линейных операторов доказывается важное ра- 
венство *) 

fl 

не У ТА” = pp. (2.42) 
n> cs 

Пользуясь этим равенством, можно в пространстве Е по- 
строить норму | х\, эквивалентную первоначально заданной, 
в которой оператор А имеет норму 

А! = sup |1 Ах|, АБ зар Ах 
  

*) См., изпример, И. М. Гельфанд, Д. А. Райков и 
Г. Е. Шилов [|1].
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ie превышающую р--е, где = — произвольное (заданное до 
лостроения новой нормы) положительное число. 

Напомним, что норма | х |, называется эквивалентной нор- 
ме ||х||, если 

т[х << М ЕВ, 
где т, М — фиксированные положительные числа. Нетрудно 
видеть, что непрерывность (или полная непрерывность) опе- 
ратора, действующего в пространстве ЕЁ, не зависит от того, 
какая из эквивалентных норм используется. 

Пусть задано & >0. В силу (2.42) можно указать та- 
кое Пу, что 

| A” x] <p +e)™ lel]  <26В. (2.43) 
Положим 

{| Axl | А2х || 
-1,| 

ое 4 lara 
(ро во) 
(<€E). (2.44) 

Аксиомы пормы для | Х [о проверяются без труда; эквивалент- 
ность нормы (2.44) первоначальной норме следует из нера- 
венств 

  

ИА! А п <. М а 
(EE). (2.45) 

Лемма 2.2. Пусть в пространстве Е рассматри- 
вается норма (2.44). Гогда 

А-а (2.46) 
Доказательство. Из (2.44) вытекает, что 

д.1 A” 
|| Ax |p = (py + ви) ¥ lo ++ et 

откуда в силу (2.43) 

[Ах [о < (ФН 1х (ХЕР). 

Лемма доказана. 

При переходе к эквивалентным нормам некоторые свой- 

ства первоначальной нормы могут быть утеряны. Пусть, 

например, первоначальная норма монотонна по отношению 

— (Py + &y) || +L.
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к полуупорядоченности, порожденной конусом К: из х<у 
(х, УСК) вытекает, что |х||«|у|. Эквивалентная норма 
|[х|\ может уже не быть монотонной. Однако имеет место 

Лемма 2.3. Пусть |х|| монотонна и пусть линейный 
оператор А оставляет К инвариантным. 

Тогда норма (2.44) также монотонна. 

Доказательство. Операторы А, А’, ..., А"! моно- 
тонны. Поэтому us x <y вытекает, что А’х < А!у 
((—1,..., п — 1) и в силу монотонности первоначаль- 

ной нормы ||А'х||<|А'У| (i= 1, ..., ty— 1). 

Но тогда при < х<у 

Axl || A) x] НН... он 
< lly veers tet 

Лемма доказана. 

3. Доказательство теоремы 2.16. Пусть ЛЕК и^>\№, 
где А — радиус круга, в котором расположен спектр опе- 
ратора А. Выберем такое число 4 < 1, что 

№ <4^<_^. 
В силу леммы 2.2 в Е можно ввести такую норму |[х!, 

что 

    

< 

А ТУ| 
(Po + =)" 71 — УТ. 

[Alb= sup | Ах <q. (2.47) 
ll¥ Ilo <1 , 

Рассмотрим ряд 

= Af®f 
Rf = ет. (2.48) 

Этот ряд сходится по новой норме, так как 

Ak AF |, , 

aa |< a fh<q th @=12...), 

    

  

      

а следовательно, и по обычной норме. Сумма К, / ряда (2.48) 
является решением уравнения (2.39), так как 

#+1 о 
ARS = ys fir) #f aaas—y. peti — e+
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Если ГСК, то все члены ряда (2.48) принадлежат К, а вме- 
сте с ними принадлежит К и элемент Rf. 

Единственность решения уравнения (2.39) при условии 
Х > № очевидна. Таким образом, первая часть утверждений 
теоремы 2.16 доказана. 

Перейдем к случаю, когда Х < № и когда выполнены не- 
равенства (2.40) и (2.41). 

При ^< 0 утверждение теоремы очевидно. В случае, 
когда О0<^<_^,, теорему будем доказывать от противного. 

Пусть | 

Ау" = №", 
где "СК и ^<_^.. Отсюда вытекает равенство. 

Або ААА... Ну", (2.49) 

где А — произвольное натуральное число. 
Из (2.49) (при Ё=п--1) и (2.40) следует, что 

* 1 Е 
o> saat AS > Farr “0: 

Поэтому существует такое положительное число &, что 
<" — АрЕК и $ — ЩЕК при Ё >В. 

Из равенства (2.49), в котором = р(п-- 1), вычтем 
неравенство 

1 1 tr APO ВАР, 

которое следует из (2.41). После вычитания получим соот- 
ношение 

АРУ (9 — и) - АРТ у АР... 
с. НИТ + (ф* — toy). 

Отсюда, так Kak A< p(n-+1)—l, вытекает неравенство 

(e-}) (n+l) A” Ff < )Р (2+1) (¢* — Ки), 

из которого в силу (2.40) 

ф" — Ш Uo. 
Е 

дп +1 

Последнее неравенство противоречит максимальности fp. 
Теорема полностью доказана.
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Из этой теоремы, в частности, вытекает, что уравнение 
(2.39) с и-положительным оператором А не имеет в конусе К 
решений при ЛЕК (1 =8) и при ^<_^, где № — позитив- 
ное собственное значение. | 

Вторую часть утверждения теоремы 2.16 (как и ряд дру- 
гих предложений из предыдущих параграфов) можно рас- 
сматривать как предложения о несовместности некоторых 
соотношений полуупорядоченности. Соответствующие теоремы 
излагаются в следуюшем пункте. 

4. Несовместные неравенства. В дальнейшем будем 
писать 

х < у, 
если у— ЕК. 

Теорема 2.17. Пусть оператор А ц\-ограничен сни- 
зу, причем \ 

Ally > №4. (2.50) 

Тогда для любого ненулевого хЁЕК при < \ 

Ax < dx, (2.51) 

a@uz AX <x (xEK) caedyem, 4mo 

X=Rii, и Ащ=Ац,. 

Доказательство. Вначале покажем справедливость 
соотношения (2.51). 

Пусть Ах < Ах. Из и -ограниченности снизу оператора А 
вытекает, что 

АРх > a, (2 > 0) (2.52) 

при некотором р. Положим А’х = х,; тогда ху > а, и 

Ax) <x. (2.53) 

В силу (2.50) и (2.53) 

ЛХ 2 Ах, 2 «Ащ > А. 

Повторяя п раз это рассуждение, получим неравенство 

п п 
А Хо > &А, 

то есть 

ho \" | %> а (3%) Uy (n==1, 2, ...).
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Поэтому 
№<^. 

Соотношение (2.51) доказано. 
Пусть теперь Ах < №х. Снова найдем такое натураль- 

ное р, что выполнено (2.52), причем дополнительно потре- 
буем, чтобы это р было минимальным. 

Предположим вначале, что ху = Ax # Ащ. Тогда можно 

будет указать такое & > 0, что хх >В щих > Шу при Ц. 
Но в силу щ-ограниченности снизу оператора А при неко- 
торых натуральном 4 и положительном &\ 

АТ (х, — folly) > % Ap 

откуда в силу (2.50) 

хо > А’ху = А’ (х, — В щ) + КАщ > (а + МЮ) щ, 

что противоречит максимальности Ц. 
Таким образом, А’х = № и,. Если р==0, то доказатель- 

ство завершено. Если р > 0, то введем обозначение 

y=) AP x — Rott: 

Из минимальности р вытекает, что y ~ 8. OueBuaHo, 

y= A?! (x — Ax) > 0 

и, следовательно, Ау>. 0. С другой стороны, 

Ау = Е (и, — Ащ) < 0. 

Значит, Ау—=0, а это равенство нротиворечит щ-огра- 
ничениости снизу оператора А. 

Теорема доказана. 
Теорема 2.18. Густь оператор А щ-ограничен свер- 

ху, причем 
Ally < №. (2.54) 

Гогда для любого ненулевого ХЕК при ^>№ 

Ax > hx. (2.55) 

Доказательство дословно повторяет первую часть дока. 
зательства предыдущей теоремы.
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Отметим, что в условиях теоремы 2.18 могут существо- 
вать отличные от и элементы х,, для которых Ах > № хо. 
Примером может служить оператор 

А (Е, 1 — (As №8} 

в двумерном пространстве пар (&, 7} с конусом К пар с He- 
отрицательными координатами; этот оператор и,-ограничен 
сверху, где щ == {1, |, и Аи, = у, но для всех х == {#, 11, 
где 0 << Ё выполняется неравенство 

AX = (№5, №8} 2 (№, №} = №х. 

Теорема 2.19. Пусть оператор А ц-положителен, 
причем 

Ащ= №. (2.56) 

Гогда для любого ненулевого ХСК (x # Ви)) элементы 
№х и Ах несравнимы: 

Myx << AX, Aye > Ax. 

Доказательство, Соотношение №х > Ах вытекает 

из теоремы 2.17. Соотношение хх < Ах доказывается ана- 
Логично. 

Предположим противное; пусть ›х < Ах. Выберем ми- 
нимальное р так, что АРх < Вщ. Пусть АРх ЗЫ и 

Py . АРх < 1щ при [< 1; число (К положительно, так как 

и > АРх >. Хх. 

Допустим, что АРх -- Ви,. Тогда Ки, — АРх = 6, и най- 
дется такое натуральное 4, что 

А? (Ки, — АРх) > аи, 

где я `> 0. Но тогда 

(13 — а) и, >. АР\9 x > MAP x, 
то есть 

АРх < (4 —5) 0? 

что противоречит минимальности fp. 

Таким образом, А’х == Аи. Положим 
_] 

y= hy A? Хх — Rolly.
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Из (2.56) вытекает, что 

Ay ==) A? x — ky Atty = Ry (Aglly — Allo) = 9, 

а это противоречит иу-ограниченности снизу оператора A. 
Теорема доказана. 

Утверждение этой теоремы в других терминах было полу- 
чено выше для вполне непрерывных #у-положительных ли- 
нейных операторов. Действительно, элементы вида Ах — №х 
(XCF) образуют инвариантное подпространство вполне не- 
прерывного оператора, не содержащее собственного век- 
тора и, если ^ — простое собственное значение, соответ- 
ствующее собственному вектору й. Поэтому из теоремы 2.10 
и теоремы 2.12 вытекает утверждение теоремы 2.19 для 
и)-положительных вполне непрерывпых операторов. 

Одно из приложений теорем этого пункта указывается 
ниже. 

5. Сравнение собственных значений двух операторов. 
Будем рассматривать различные операторы, оставляющие 
инвариантным один и тот же конус К. 

Будем говорить, что оператор А. больше оператора А,, 
и писать А, < А», если 

Ах < А.х (x€ K). (2.57) 

Описанная полуупорядоченность в пространстве линейных 
непрерывных операторов — это обычная полуупорядочен- 
ность, порожденная конусом неотрицательных операторов 
(неотрицательные операторы образуют конус в пространстве 
операторов, если первоначальный конус К в пространстве Е 
обладает тем свойством, что его линейная оболочка плотна 

в пространстве Е). Знак < для соотношения полуупорядо- 
ченности мы применяем как для пространства Е, так и для 
пространства операторов. 

В качестве примера рассмотрим действующие в некото- 
ром функциональном пространстве Е интегральные операторы 

A\x (4) = f Е. (Е, $)х ($) 4$ 

2 ~ 

И 

А,х (0 = | Е. (Е, 8) x (s) ds. 
о 

7 Зак. 2918. М. А. Красносельский \
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Если 

ОА, (Ё, < № ( 9 (Е, $6 &), 

то оба оператора оставляют инвариантным конус неотрица- 
тельных функций, причем А, < А.. 

Допустим вначале, что положительные линейные опера- 
Topp А, и А., удовлетворяющие условию (2.57), вполне не- 
прерывны. Допустим, далее, что 

Ay, =a, (EK, 4,49, A, >0). 
Тогда 

Ари, > Ми, 

и в силу теоремы 2.5 оператор А. имеет положительный 
собственный вектор йо: Аи, = №и, причем № >. ^.. 

Из теорем предылущего пункта можно получить сравни- 
тельные оценки для собственных значений операторов А, 
и А., удовлетворяющих условию (2.57), без предположения 
об их полной непрерывности. 

Допустим, что оператор А, й,-ограничен снизу, причем 
выголнено условие (2.50) 

Ай, > Aplly. 

Пусть »Х, — позитивное собственное значение оператора А»: 

Аз = hyp. 
Тогда из А, < А. вытекает, что 

Ay? << hg 

и в силу теоремы 2.17 № <_^.. Более того, в силу той же 
теоремы № < №, если ф = А. 

Аналогично, пусть оператор А. и -ограничен сверху, 
причем выполнено условие (2.54) 

Аи < № йу. 

Пусть Аф = $ (+ЕК). Тогда из А, < А) вытекает, что 

Ag) AY 

и в силу теоремы 2.18 ^/ < ^.. 
В сформулированных утверждениях в качестве #‚ улобно 

выбирать положительный собственный вектор соответствую- 
щего оператора,



ГЛАВА 3 

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ПО КОНУСУ 

При изучении нелинейных операторов, оставляющих 
инвариантным некоторый конус, удобно пользоваться спе- 
циальным нонятием производных. Дифференцируемость по 
конусу является менее ограничительным предположением, 
чем дифференцируемость по Гато, а сильная дифференци- 
руемость по конусу — менее ограничительным условием, чем 
дифференцируемость по Фреше. 

В терминах производной удобно формулировать признаки 
положительности нелинейного оператора, его монотонности 
и т. д. По производным легко определить, есть ли в ко- 
нусе элементы, удовлетворяющие специальным соотношениям 
полуупорядоченности. 

$ 1. Производные по конусу 

1. Производные Гато и Фреше. Напомним некоторые 
определения. 

Функция х(Ё(а<1<5) со значениями в банаховом 
пространстве Е называется дифференцируемой в точке &, 
если существует такой элемент х’(К) СЁ, что 

lim lock a — X (to) 
At->0 
  == x’ (t). (3.1) 

Производная х’(Г) называется сильной, если рассматри- 
вается сильный предел (3.1) (предел по норме), и слабой, 
если рассматривается слабый предел. Свойства производ- 
ной х’(Г) в основном аналогичны свойствам производных 
обычных скалярных функций; мы этими свойствами будем 
пользоваться без специальных оговорок. 

7q*



100 ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ПО КОНУСУ [гл. 3 

Нелинейный оператор А пазывается дифференцируемым 
в точке ху по направлению й, если абстрактная функция 

y(t) = A(x) + th) (3.2) 
дифференцируема no { в точке {Е —=0. В соответствии с тем, 
сильно или слабо дифференцируема функция (3.2), будем 
говорить о сильной или слабой дифференцируемости опе- 
patopa А в точке ху по направлению Й. 

Допустим, что оператор А дифференцируем в точке ху 
по всем направлениям #ЕЁЕ. Это значит, что функции (3.2) 
дифференцируемы по Ёв точке Ё=0 при всех #СЕ. Во 
многих случаях производная функции (3.2) имеет вид 

У’ (0) = A" (Xp) A, (3.3) 
где А’(х,) — линейный оператор. Оператор А’ (ху) называют 
слабой или сильной производной Гато оператора А в точке ху 
в зависимости от того, слабые или сильные производные 
функций (3.2) рассматриваются. 

Если приращение А(х.+{-#) — Ах, можно представить 
в виде 

A (xy +h) — Axy= A’ (x) (хь № (REE), (3.4) 
где A’(x,))— линейный оператор и 

® (Хо, h) _ a) = 6, (3.5) 

то оператор А’(х,) называется производной. Фреше (силь- 
ной или слабой в зависимости от того, сильный или слабый 
предел подразумевается в равенстве (3.5)). Ясно, что диф- 
ференцируемый по Фреше оператор дифференцируем по Гато, 
причем производные Фреше и Гато совпадают. 

Оператор А называется дифференцируемым (по Гато или 
Фреше, сильно или слабо) на множестве СЁ, если он 
дифференцируем в каждой точке хЕСО. Если оператор А 
дифференцируем Ha GCE, то производную А’(х) можно 
рассматривать как определенный на С оператор со значе- 
ниями в пространстве линейных непрерывных Ha ЕЁ опера- 
торов. 

При рассмотрении конкретных операторов проще всего 
доказывать сушествование слабой производной Гато. Больше 
всего следствий можно сделать из существования сильной 

И} ->0
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производной Фреше. Полезно помнить, что из существова- 
ния на некотором открытом множестве непрерывной 
по норме линейных операторов слабой производной Гато 
А(х) вытекает, что эта слабая производная Гато 
является одновременно сильной производной Фреше. 

Естественным образом (как сильный или слабый предел 
интегральных сумм) определяется интеграл Римана (силь- 
ный или слабый) от функций со значениями в банаховом 
пространстве г. В Вы часто используется оценка 

зир |х (0 @ — а) (3.6) 
S, Sue,                

и равенство 
6 

Гуфи=у®—у@), (3.7) 

справедливое, например, для непрерывных функций y(t) 
с кусочно непрерывной производной у’(Р). В частности, 
из (3.7) вытекает, что 

1 

A(x +A) — Ax = [ A’ (x + th) hat, (3.8) 
0 

если А’(х-- 7) й непрерывна. 

2. Определения производных по конусу. Будем гово- 
рить, что оператор А в точке х, дифференцируем по на- 
правлениям конуса КСЕ, если функция y(t) = A(x,-+ th) 
дифференцируема по Ё в точке #==0 при всех ВЕК. Если 
производная у’(0) при KEK допускает представление (3.3), 
то линейный оператор А’(х,) является производной по ко- 
нусу К (слабой или сильной) оператора А в точке ху; 
оператор А при этом будем называть дифференцируемым 
по конусу (сильно или слабо). 

Если 

А(х, -- #) — Ах, = А’ (хуй -Но (Хх, 1) (РСК), (3.9) 

где А’ (х,) — линейный оператор, и 

| © (Xo, h) 

hEK, jnil>o HA 
TO A’ (X,) OyneM называть производной Фреше по конусу К` 

have Rael me 2 

= 9, (3.10) 
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(сильной или слабой). Если существует производная Фреше 
по конусу, то существует и производная по конусу, причем 
эти производные совпадают. 

Оператор А булем называть непрерывно диффереинцируе- 
мым на множестве Сс-Е, если его соответствующая нроиз- 
водная А’(х) по норме операторов непрерывно зависит отх: 

lim = || A’ (x) — А” (х*)|| = 
lx -x*l +0 

= lim sup ||A’(x)h— A’ ОО = 0. 
Hx—-x*'] +0 { ASE 

Естественным образом определяется понятие равномерной 
непрерывной дифференцируемости. | 

3. Производные по несплющенным конусам. Возникает 
естественный вопрос о том, при каких предположениях из 
существования производных по конусу вытекает существо- 
вание производной Фреше. Доказываемое ниже утверждение 
аналогично известной теореме из дифференциального исчи- 
сления о том, что непрерывность частных производных вле- 
чет существование полного дифференциала у функций мно- 
гих переменных. 

Будем говорить, что конус К несплющен, если найдется 
такое п, что для каждого хЕЕ найдется такой элемент 

и=и(х)СК, что 
x< u(x) (3.11) 

[и (ХИ < их Wee). (3.12) 
Нетрудно видеть, что конусы неотрицательных функций 
в пространствах С и [, несплющены. Оказывается, что 
класс несплющенных конусов совпадает с классом вос- 
производящих конусов *). В доказательстве нуждается лишь 
тот факт, что каждый воспроизволяший конус несплюшен. 

И 

  

*) Из несплющенности воспроизводящего конуса вытекает, что 
положительный на воспроизволящем конусе аддитивный функцио- 
нал / непрерывен. В предположении противного (и в силу несплю- 
щенности конуса!) можно указать такую последовательность хи К, 
что 

I 
0< |[>, <5 и f(X,) >. 

Введем в рассмотрение элемент 

2=лх, + 2х. НЗ. +... +1пх +...
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Если К — воспроизводящий конус, то Е является объе- 
динением множеств Е„, состоящих из элементов х, для ко- 
торых может быть указан такой элемент и(х), что выпол- 
нены соотношения (3.11) и (3.12). Так как Е имеет вторую 
категорию, то некоторое множество Е„, всюду плотио в не- 
котором шаровом кольце Т{г<|х— |< А}. Пусть 
— < яЕК и |У|< п Х||. Тогда для каждого эле- 
мента х— Хх (хСЕ, ПТ) найдется элемент и(х) | СК, 
такой, что х — хх и(х) Нури 

I] 4 (X) + у «м || < 
< (и п) 1х т — <] — xl]. 

Это значит, что множество Е„, всюду плотно в шаровом 
слое г«|х|< А. Но каждое из множеств Е, содержит 
вместе с каждой точкой х весь лучёх (> 0). Поэтому Ев, 
плотно во всем Е. Покажем, что Ези, = Е. По элементу хЕЕ 
построим такие элементы х, и у., что 

5 1 
хЕЁЕ» ЕК, | Пхи 5 lei 

ху, |< п х!|. 

Аналогично по элементу х — Хх! построим такие х. и у», что 

1 
хЕЕ,„ ЕК, |= | — хх], 

1 
|x — x, — Xo] Fl xi, ху, |< 13] х5]. 

Далее построим последовательность таких Xp, и у», что 

x p Е Ens У, ЕК, 

|x|] = [|x —x,— ... р 1х [, 

jx xy Ql] SAT], ey <p 
Il Yell < Agll Xs! (A= 1, 2,...). 

  

OuesuaHo, 0< nx, <2 un f(nxX,) <f (2), OTKyma 

1 fe<—f(2) (n= 1,2,...). 
Мы пришли к противоречию. 

Это же рассуждение приводит к указаниому на стр. 65 обоб- 
щению теоремы 2.3: если конус К, воспроизводящий, а конус К» 
нормальный, то для непрерывности аддитивного оператора А до- 
статочно, чтобы выполнялось условие АК. С-К..
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Оч>видно, последовательности 

Spy txt... HX уу... Чу, 

(R= 1, 2,...) 

сходятся: первая — к элементу х, вторая —-к некоторому 
элементу и(х) ЕК. При этом 

К 

х «и (я). [шит Ху 2х1. 
Итак, Еэ„. = Е. Наше утверждепие доказано *). 

Примером сплющенных конусов могут служить локально 
компактные конусы в бесконечномерных пространствах (см. 
стр. 30). Доказательство проведем от противного. 

Пусть конус А локально компактен и несплющен. Рас- 
смотрим тогда произвольную ограниченную по норме после- 
довательность х,ЕЕЁ (п=1. 2,...). По предположению, 
найдется последовательность элементов u(x,)EK, yaosae- 

творяющая условиям 

хи (хи), и (< Мхи (a= 1, 2, ...). 
Из локальной компактности конуса А вытекает, что из по- 

следовательности и(х„) можно выбрать схолящуюся подпо- 

следовательность и (Xn): Элементы u(x, ,) — X_, (== 1,2,...) 

также принадлежат К и ограничены по норме; поэтому 
можио выбрать такую новую подпоследовательность инде- 
ксов п,, что последовательность U (Xn )— Xn, сходится. Зна- 

чит, сходится и последовательность х,„,. Мы показали, что 

из каждой ограниченной по норме последовательности можно 
выбрать схолящуюся подпоследовательность — это противо- 
речит бесконечномерности РЕ. 

Теорема 3.1. [Tycmbe слабая производная А’(х) по 
несплющенному конусу К непрерывна по норме операто- 
ров в окрестности ЦИ точки хо. 

Тогда А’(х) является сильной производной Фреше 
оператора А в точках хЕЦ. 
  

*) Аналогичными рассуждениями В. Я. Стеценко показал, что 
каждый А-воспроизводящий конус К. (cm. ra. 1, § 8) несплющен 
в том смысле, что каждый элемент хЕ Е можно представить в виде 
X=u—v (u€Ky, ЕК), где |и|!< М|]х| (см. И. А. Бахтин, 
М. А. Красносельский, В. Я, Стеценко [1)).
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Доказательство. Введем обозначение 

«(х, 1) = А(х-- 1) — Ах — А” (х)В, 

где х, xX +h, x-+h-+a(—A)EU. Ovuesnano, 

(х, 1) = А(х-- 1) — Аха -Ни(— 1 + 
+-A[x+h--a(— hA)] — Ax — A’ (x) hi, 

и в силу (3.8), так как и(—РЕКи й-и(—№)ЕК, 

} 

w (Xx, h)=— fA’ (x ta+ttu(—A)]u(— hydt + 
0 

} 

+ f A [x th+ tu (— Ah) (hu (— h)] dt — 
0 

I 

— f A (x) hdt= 
j 

re 
ogee (A! (x) — Аха (Вис A) + 

` 

=
 

—
 

—
ы
 

+f (A! Le + th + tu (— by) — A’ (x)} w(— 2) + 
0 

1 

+ | (A’ [x +-th +-tu(— h)| — A’ (x)} hdt. 
0 

Нормы разностей в квадратных скобках во всех трех послед- 
них интегралах стремятся к нулю ири ||Йй|| ->0 (в силу (3.12)). 
Поэтому (снова используем (3.12)) 

| (х, byl] == 0(||A])). 
Теорема доказана. 

4. Производные по конусу вполне непрерывных опе- 
раторов. Если вполне непрерывный оператор А дифферен- 
цируем по Фреше (сильно), то его производная А’ (х) является 
линейным вполне непрерывным оператором (см. М. А. Красио- 
сельский [5]). Это утверждение переносится на операторы, 
дифференцируемые по конусу.
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Лемма 3.1. //усть вполне непрерывный оператор А 
в точке ху имеет сильную производную Фреше А’(х,) по 
конусу К. 

Тогда производная А’(х,) преобразует каждое огра- 
ниченное множество ТсК в компактное множество. 

Доказательство. Так как оператор А’(х,) линеен, 
то достаточно рассмотреть случай, когда Т является иере- 
сечением единичного шара с К. 

Предположим, что утверждение леммы неверно. Тогда 
найдется такая последовательность элементов Йй,ЕК (п ==1, 
2, ...), ЧТО 

1 =1; |4’ (5), — А’ (в 5, (i # J), 

где в — некоторое положителы:0г число. 
Выберем такое 6 `> 0, что 

| A (Xp 2) — Ах — A’ (Xp) AI < 

при РСК и ||#|| < 5. Тогда при {= J; 

| А (хо 88) — А(ж-Е Л) I] > || A’ (x) hy — A’ (Xp) hj || — 

— || A (%q +: 84;) — Ax 9 — 8A’ (x9) A; || — 
08 

— |[A (%9-+ 8h;) — Ax) — 8A’ (x) hy||> =>. 

Полученное неравенство означает, что множество АТ неком-. 
пактно. Мы пришли к противоречию. 

Лемма доказана. 
При дополнительных предположениях о структуре конуса 

можно показать, что в условиях леммы 3.1 оператор А’(х‹) 
вполне пепрерывен. 

Теорема 3.2. Сильная производная Фреше по несплю- 
щенному конусу К от вполне непрерывного оператора 
является вполне непрерывным оператором. 

Доказательство. В силу (3.11) и (3.12) каждый 
элемент ХЕЕ можно представить в виде 

и 

Хх =и—9 (и, ЕК), 
где 

eel Mall, — ol <lel+lll << + Mix]. 

a
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Это значит, что каждый элемент А’(хух (|х||< Г) можно 
представить в виде 

А’ (хо) х = А’ (хх) и — A’ (x,)¥ 

и, ЕК, lull <M, lol] <1+M). 
В силу леммы 3.1 элементы А’(х) ии А’(х,) 9 принадлежат 
компактным множествам, поэтому разности их также обра- 
зуют компактное множество. 

Теорема доказана. 
5. Положительные и монотениые- ераторы. Нелиней- 

ный оператор А называетсЯ монотонным/’на множестве Тс Е, 
если из х <у (х, УЕГ) с х < Ay. 

Простой признак монотонности дает 
Лемма 3.2. Пусть множество Т выпукло. Пусть опе- 

ратор А в каждой точке множества Т дифференцируем 
по направлениям конуса К, причем значения всех произ- 
водных функций А[х---Е(у—х)] (х, УЕТ х<у при- 
надлежат К. 

Тогда оператор А монотонен на Т. 
Доказательство. В предположении противного най- 

дутся такие элементы х, УСТ, что х<у, но Ах < Ау. 
Построим тогда линейный положительный па К функцио- 
нал /(х) такой, что 

f (Ax) > f (Ay). 
Из этого неравенства вытекает, что при некотором Ц Е [0, 1] 
будет отрицательна производная функции 

о (2) = [А (х + Е(у—х))] (O<t<)). 

Отсюда в свою очередь вытекает, что у’(К)ЕК, 

У = А м Е(у —х)] (O<ct<)). 

Мы пришли к противоречию. Лемма доказана. 
Лемма 3.2 в определенном смысле обратима: если диф- 

ференцируемый по направлениям конуса оператор А мо- 
нотонен, то все производные функций А[х Е Е(у—х)| 
(х, УСТ, х < у) положительны, то есть принадлежат конусу. 
Доказательство очевидно. 

Оператор А на множестве <  положитеде -бесли 
АТК. Очевидно, монотонный на Т оператор будет поло- 
жителен, если АВЕК. 
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Отметим, что из положительности ина конусе К опера- 
тора А и из Аб —0 вытекает, что [А (#1), ЕК при ЕК 
(если соответствующие производные существуют). 

В заключение отметим, что для дифференцируемых по 
конусу операторов принадлежность всех производных функ- 
ций А(х-- Ш) (ВЕК) конусу равносильна тому, что опера: 
тор А’(х) оставляет конус К инвариантным. 

$ 2. Производная на бесконечности 

1. Определения. Будем говорить, что функция у(Ё со 
значениями в Е дифференцируема на бесконечности, если 

отношение = У@) при 2 —>-- со сходится к некоторому эле- 

менту у’(со) ЕЕ. Как обычно, можно говорить о сильной 
или слабой дифференцируемости на бесконечности в зави- 

1 
симости от того, сильно или слабо сходится У (2) K y’ (co). 

Рассмотрим оператор А, действующий в пространстве Е 
и определенный на элементах с достаточно большой нормой. 

Будем говорить, что оператор А дифференцируем на бес- 
конечности по направлению ВЕСЕ (сильно или слабо), если 
функция 

y (t) == A(th) (3.13) 

дифференцируема на бесконечности. Ясно, что из дифферен- 
цируемости по направлению Ё вытекает дифференцируемость 
по всем направлениям АЙ (А >> 0), причем 

[A(tkh)],_. == [А (УТ о. 

Допустим, что оператор А дифференцируем по всем на- 
правлениям ЙСЁЕ (# == 8), причем производные у’ (со) функ- 
ций (3.13) представимы в виде 

у’ (©5) = А’ (со)й = (REE), (3.14) 

где А’ (со) — некоторый линейный непрерывный оператор. 
Тогда оператор А будем называть дифференцируемым на 
бесконечности (сильно или слабо). Оператор А’(со) будем 
называть производной (сильной или слабой) на бесконеч- 
ности онератора А
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Предлоложим, что оператор А дифференцируем на бес- 
конечности по направлениям HEK (hk # 6) uw производные 
функций (3.13) допускают представление (3.14) при REK. 
В этом случае будем говорить, что А дифференцируем на 
бесконечности по конусу (сильно или слабо). А’(со) при 
этом будем называть пройзводной на бесконечности по 
конусу. 

Ясно, что дифференцируемость на бесконечности по конусу 
является существенно меньшим ограничением, чем обычная 
дифференцируемость. Простейшим примером в двумерном 
пространстве точек {&, 7} с конусом К элементов с неот- 
рицательными координатами может служить оператор 

А {&, n} == (e-8+9, 0}, (3.15) 

который недифференцируем на бесконечности, но имеет рав- 
ную пулю производную на бесконечности по конусу К. 

Оператор А’(со) будем называть сильной асимптоти- 
ческой производной оператора А, а оператор А будем на- 
зывать сильно асимптотически линейным, если 

lim sup | Ax — А’ (©) х| _ 
ЮР [х!> В lx [| 
  0. (3.16) 

Иногда бывает полезным следующее простое замечание: если 
оператор А сильно асимптотически линеен, то сильно 
асимптотически линейны и все операторы С вида 

Cx = А(ж-х) 

где х, — фиксированный элемент, причем А’ (со) является 
сильной асимптотической производной всех операторов С. 
Доказательство вытекает из очевидных неравенств: 

НА (% + х) — А’ (©) х| 
  

  

  

К Il +l < 

ПА (хо -- х) — A’ (00) (Xo + х) 1-Е ТА’ (сэ) хо | 

< Wels Re I x5'I |] Xo + xj] < 

| Ах— А* (со) х| | пл, I xl 
< НЫ их] iA" (co) | R—2\| xoll ° (3.17) 

Оператор А’(со) назовем сильной асимптотической 
производной по конусу К, а оператор А— сильно асимп- 

N
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тотически линейным по конусу К, если 

lim sup | Ах— А (co) x || — 

Ю-> оо |х| > Ю, ХЕК ух! 
  0. (3.18) 

Доказанное выше замечание об операторах С ‚= А(ж- x) 
сохраняет силу для производных по конусу, если Хх ЕК, — 
неравенства (3.17) остаются справедливыми для элементов 
хЕК. 

Если, в условиях (3.16) и (3.18) заменить отношения 
f 

1—4 (59) Х| отношениями 214% А (co) +] roe (x) -- 
1 || 1х] 

любой линейный непрерывный функционал, то мы, естествен- 
ным образом, получим определения слабой асимптотиче- 
ской линейности и слабой асимптотической линейности 
по конусу. 

Отметим в заключение, что все приведенные выше опре- 
деления, связанные с дифференцируемостью на бесконечности, 
без изменений переносятся на операторы А, действующие 
из одного банахова пространства в другое. 

2. Существование сильной асимптотической произ- 
водной. 

Теорема 3.3. Пусть оператор А имеет слабую про- 
изводную Гато А’(х) в каждой точке х с достаточно 
большой нормой. Пусть 

lim ||4А’(х) — В] =0, (3.19) 
|-> co 

    

где В — некоторый линейный оператор. 
Тогда В является сильной асимптотической произ- 

водной оператора А. 
Доказательство. В силу (3.19) можно указать такое 

Ry > 0, ЧТо 

A) M(x |] Ro). (3.20) 
Покажем вначале, что при любом К > № 

sup ||Ах| = а(Ю) < оо. (3.21) 
1х1 =Ю 

Пусть |5 = Ю. Тогда можно указать такое лу, что для 
каждого х, норма которого равна КА, либо отрезок [2х, пух], 
либо отрезок [2х, — их] полностью состоит из точек, 
норма которых больше Ю. Действительно, в предположении



$ 2] ПРОИЗВОДНАЯ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ 111 

противного можно было бы указать такую последователь- 
ность элементов X, (n==1, 2, ...) HW такие последователь- 
ности чисел а, В.Е [0, 1], что 

Г |= 
2х, -Н(— я) пху| < Ю 

|2Вих» — (1 — Вл) пхо| < К 
(п=1, 9, ...). } 

(3.22) 

Тогда 

ICL — By) [2¢_%_ + (1 — 4) 2x9] +- 
-На — <) [28,х п — (1 — By) 2X9) |] < (2— a, — B,) R, 

то есть 

204 + 28, — 422 —9— В (n==1, 2,...). 

Последнее неравенство не может выполняться *), так как 
в силу (3.22) аа >Ти В, 1, причем а Clu Bi, <i. 

Пусть, для определенности, отрезок [2х, поху| состоит 
из точек, норма которых больше Ю. Тогда во всех точках 
этого отрезка оператор А имеет производиую, удовлетво- 
ряющую неравенствам (3.20). Следовательно, 

|| А (2х) — А (1х) < М]2х —тохи|. 

Аналогично 

[Ах — А(2х)|<М |х]. 
Таким образом, 

|| Ax || < | Ax — A(2x)||+]] A (2x) — А (4х) |-Н1А (вхо) || < 
< М3 --п) К -- |А (пух, ||. 

Если из точек, норма которых больше А, состоит отрезок 
[2х, —пх‹], то выполняется неравенство 

[Ах] < М (3 -- по) ВН] АС т хо]. 
Неравенство (3.21) доказано. 
  

*) Рассмотрим фуикцию ф (а, В) = За + 38 — 43 —2. Очевидно, 

Ф (1, 1) =Ои ©, (1,1) = $ (1, 1) = —1!. Поэтому при значениях а, 8, 
близких к 1, но меньших чем |, выполнено неравенство ф (а, 8) > 0, 
то есть 

24 23 — 48 >9—«— 8,
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Чтобы доказать равенство (3.16), достаточно показать, 
что для каждого линейпого функционала /(х) справедливо 
равенство 

lim sup f(Ax — Bx) о = 0), 
Reofxt>R ПУЛЕЙ 

Пусть задано => 0. Выберем такое А, >. Юз, что 

|1^ (х) —В|<5 (хр 8 
Рассмотрим скалярную функцию 

yO=flAtx)—tBx] (AL ced). 
Очевидно, 

y O=F А’) — Вх. 
откуда следует, что 

И «ИМИ 
и в силу теоремы Лагранжа 

[Ах А (тт) B(x el «|= 
= (79| «НЫ. 

Далее выберем число А, >. К, так, чтобы выполнялось 
неравенство 

a(R,)+ R, || BI 
Ry <a: 
  

Тогда при |х|> А 

  

    

Av. /|Ах—А i —B(x—Ru x 
ie м. < (т) Их | )]| 4. 

f\A + —~ | f (Bx) | Е 

Теорема доказана. 
Доказательство упростилось бы, если дополнительно 

потребовать, чтобы оператор А был определен на всем Е 
-И чтобы при каждом А было выполнено (3.21).
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3. Сильно асимптотически линейные по конусу опе- 
раторы. 

Теорема 3.4. Пусть оператор А определен на 

конусе К и удовлетворяет при каждом КЮ условию 

sup || Ax || < 00. (3.23) 
XEK,WX'<SR 

Пусть А в каждой точке хЕК с достаточно большой 
нормой имеет слабую производную Гато А’(х) по Ko- 
нусу, причем 

lim | A’ (x) — B|| = 0, (3.24) 
ХСК, Их |-> 

где В — некоторый линейный оператор. 
Тогда В является сильной асимптотической пройз- 

водной по конусу К оператора А. 
Для доказательства достаточно повторить последнюю 

часть доказательства теоремы 3.3, предварительно заметив, 

что условие (3.23) заменяет (3.21). 
Допустим теперь, что оператор А вполне непрерывен. 

Его сильная асиптотическая производная (если она сущест- 
вует) будет вполне непрерывным линейным оператором 
(см. М. А. Красносельский [5]). Это утверждение перено- 
сится на производные по конусу: сильная асимптотиче- 
ская производная по конусу К вполне непрерывного 
оператора является линейным оператором, который 
преобразует каждое ограниченное множество ТСК в ком- 
пактное множество. Доказывается это утверждение так же, 
как лемма 3.1. 

Из последнего утверждения вытекает (аналогично тому, 
как.из леммы 3.1 следовала теорема 3.2), что сильная асим- 
птотическая производная по несплющенному конусу вполне 
непрерывного оператора является вполне непрерывным 
оператором. 

Выше (5 |1 и 5) отмечалось, что производные по конусу 
монотонных операторов являются положительными операто- 
рами. Аналогичным утверждением является 

Лемма 3.3. Производная А’(со) по конусу положи- 
тельного оператора А является линейным положител- 
ным оператором. 

8 Зак. 2918. М. А. Красносельский
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Доказательство. Допустим, что А’ (со) — слабая 
производная по конусу. Предположим, что А’ (со) ЖЕК, 
где й, — некоторый элемент из К. 

Построим такой линейный положительный функционал 
У (х), что 

а = f [A’ (co) hy] < 0. 

Тогда функция 

Х (6) = ЛА] 

при больших значениях ¢ будет принимать отрицательные 
значения, так как 

у 

‘ 

A (thy) — tA’ (co) hy 
| В — 1тё — — 00.(3.25 tim = lim 1] ! |+} = — co. (8.25)   

Это значит, что АСА)ЕК при больших ЁЬ то есть опера- 
тор А не обладает свойством положительности. 

Лемма доказана. 

$ 3. Неравенства для элементов с малыми нормами 

1. Постановка задачи. Пусть А — некоторый нелиней- 
ный оператор и пусть Af = 6. 

В дальнейшем сушественную роль играют такие элементы 
Х, ЕК, что Ах, < ху или Ах, >. ху. Если искать элементы ху, 
удовлетворяющие указанным неравенствам, с малыми нор- 
мами, то естественно воспользоваться производной А” (6) 
оператора А в точке 9. Можно ожидать, например, что те 
элементы ху с малыми нормами, для которых А” (0) xX) = Ах, 
где Л, >1, обладают тем свойством, что Ах, >. ху. Наобо- 
pot, если А’ (9) хх =^Аху и № < 1, то можно ожидать вы- 
полнения неравенства Ах, < х,. Оказывается, что в ряде 
случаев указанные предположения верны; эти случаи опи- 
сываются в последующих пунктах. 

В других задачах бывает важно знать, что для всех 
ненулевых элементов ХЕК с достаточно малыми нормами 

выполнены соотношения х< Ах или х`> Ах. Для линей- 
ных операторов вопрос о таких соотношениях рассмотрен 
в гл. 2 (65, п. 4). Естественно в случае нелинейных оне- 
раторов вопрос об интересующих нас соотношениях также 
свести к рассмотрению оператора А’ (8). Ниже будут ука- 
чаны случаи, когда это удается сделать.
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2. Элементы, «идущие вперед». Будем говорить, что 
элемент Хх, при применении оператора А «идет вперед», 
если 

AX) > Xp. . (3.26) 

Через К (г) будем обозначать совокупность таких элементов 
хЕК, что |х!|< г. 

Лемма 3.4. Пусть К — телесный конус. Пусть опре- 
деленный на К (Г) оператор А(А =) имеет в точке 9 
производную А”(8) по конусу. Пусть линейный оператор 
А’ (9) имеет собственный вектор п, являющийся внут- 
ренним элементом конуса К, причем 

А’ (0) hy =Aghy» | (3.27) 
20e h, > 1. ` 

Тогда найдется такое = > 0, что неравенство (3.26) 
выполнено для всех элементов Х,—=ей при О<е<... 

Л оказательство. В предположении противного мож- 
но указать такую последовательность е„—>0, что 

А(® В) > ел йь, 
то есть 

A (enh - РУ. и, -- 0, — 1) ty EK (n==1,2,...). (3.28) 

Из дифференцируемости оператора А по направлению Ay 
и из (3.27) вытекает, что 

lim | А (йо) — № | — у LA Gato) — en A’ () fol | 
n-> co En en 20 en 

Но тогда в силу (3.28) элемент (№ — 1) # является пре- 
дельным для последовательности элементов, лежащих вне 
конуса. Значит, элемент (\, — ПГ) йу, а вместе с ним и эле- 
мент й, не является внутренним элементом К. Мы пришли 
к противоречию. 

Лемма доказана. 
Если конус К не обладает свойством телесности, то утверж- 

дение леммы 3.4 в общем случае неверно (даже если опера- 
тор А положителен). Рассмотрим, например, в простран- 
стве [, (где р — некоторое фиксированное число из [1, ©о)) 

8*
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функций х({) на отрезке [0, 1] onepatop 

1 

Ax (t) = 2 Г х (5) 43. 
0 

Положительность этого оператора очевидна. Оператор .A 
в Точке 9 имеет производную 

1 

A’ (9) x (f) = 2 f x (s) ds, 

0 

так как Аб —0 и при х()ЕК 

| 1 1 

№ », | 
их ха] ха Га — ely at} < 

0 0 

1 
] — 

1 
р 

<2f «(sas fae" ae = 
0 0 

1 1 

| 2 > 
=2] х ($) 4$ (те)? == (| 

0 

Оператор А”(0) имеет собственную функцию #, (6) ==1, ко- 
торой отвечает собственное значение \, =2. В то же время 
при любом сколь угодно малом положительном з неравен- 
ство А (=) > ей, не выполняется, H6O A (chy) == 2et*” и при 
малых #{ эта функция принимает значения, меньшие чем е. 

Этот пример и теорема 3.4 показывают, что при оты- 
скании элемента xX), удовлетворяющего условию (3.26), 
удобно пользоваться такими нормами (если это возможно), 
в которых конус К телесен. В частности, целесообразно 
применять различные щ-нормы. 

Приведем одио из утверждений, получающихся при этом, 
причем включим в него для удобства дальнейших ссылок 
лемму 3.4: 

Теорема 3.5. Густь определенный на некотором К (г) 
оператор А(А—0) имеет сильную производную А’ (8) 
по конусу. Пусть 

  ). 

A! (8) hy = dol (3.27)
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где hhE K (в = 0) и \>1. Пусть, наконец, выполнено 
одно из двух условий: 

3.5 (а) конус К телесен, в — внутренний элемент К; 
3.5 (0) оператор А дифференцируем по направлению 

hy no Йу-норме: 

  

lim |] A (eho) — eA’ (8) Xo] № — 

8 > 0 Е 

0. (3.29) 

Тогда найдется такое в > 0, что все элементы ху== ей; 
удовлетворяют неравенству 

AX) > Xo (3.26) 
ecau OK EK &. 

Доказательство. Cayyah 3.5 (a) соответствует 
лемме 3.4. При условии 3.5 (0) доказательство проводится 
аналогично со следующими очевидными изменениями: из 
(3.28) нужно сделать вывод, что (\— 1)Й, не является 

внутренним элементом конуса А’), в пространстве Е», что 
противоречит лемме 1.4 и теореме 1.4. 

Теорема доказана. 
ДЛифференцируемость оператора А в условиях теоремы 

3.5 можно было бы заменить менее ограничительным пред- 
положением о том, что оператор А дифференцируем лишь 
по направлению #, и производная по этому направлению 
равна №№, где ^› >1. Такое предположение неудобно, 
так как оно не дает рецепта ни для отыскания элемента Й), 
ни для доказательства существования такого элемента. 

3. Использование высших производных. Если в усло- 
вии (3.27) х < 1, то, как будет показано ниже, даже поло- 
жительный оператор А, вообше говоря, ие имеет в конусе 
элементов, с малой нормой «илущих вперел» при примене- 

нии оператора А. Сомнительным остается случай № =1. 
В этом случае по производной А”(9) судить о наличии 
«идущих вперед» элементов не удается. 

В этом пункте мы будем предполагать, что оператор А 
допускает представление 

Ax = A’ (8)x+ Cx + Dx, (3.30) 

где А” (9) — сильная производная по конусу К, С— олно- 
родный оператор порядка А (К > 1): 

C (ex) = e® Cx (x € kK), (3.31)
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а Р — оператор высшего порядка малости: 

tim ГР 0 (СК). (3.32) 
8—0 € 

Теорема 3.6. Пусть оператор А допускает пред- 
ставление (3.30), причем 

A’ (8) hy = Ny (3.33) 

а СьЕК. Пусть выполнено одно из двух условий: 
3.6 (а) конус К телесен, С, — внутренний элемент К; 
3.6 (6) оператор А удовлетворяет условиям 

„ПОС, ПО, (3.34) 

ahy <Chy < Blo, (3.35) 
20e a, B>O. 

Тогда Hatidemca makoe & >0, 4mo все элементы 
Xp) == й, удовлетворяют неравенству (3.26), если 0 CE< Ep. 

Локазательство. Рассмотрим случай 3.6 (6), кото- 
рый включает в себя случай 3.6 (а). 

В предположении противного найдется такая последова- 
тельность =е„—> 0, что 

A(e,lo) > ently  (п=1,2,...), 
то есть 

ст РЕК (n=1, 2, ...). 
n 

Отсюда в силу (3.34) BbiTekaeT, 4TO Ch) He ABAMeTCA BHYT- 

ренним элементом конуса К», в пространстве Е». С другой 
стороны, условие (3.35) означает, что Сйу является внутрен- 

ним элементом конуса Кл. Мы пришли к противоречию. 
Теорема доказана. 
4. Использование минорант. Укажем еше один простой 

прием для отыскания элементов х., «идущих вперед» при 
применении оператора А. 

Оператор ДА назовем минорантой оператора А на 
‹ множестве Г, если 

АХ<Ах (ЕТ. (3.36)
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Допустим, что для миноранты А оператора А удалось 
найти такой элемент Х., что А х,>х.. Тогда, очевидно, 

AX) > Xp: 

Таким образом, для отыскания «идущего вперед» эле- 
“мента х, можно пользоваться различными минорантами. 
В ряде случаев в качестве такой миноранты можно рассмат- 
ривать производную А’(9) или оператор (1—5) А” (6) ($ — 
достаточно малое число), даже если не выполнены все усло- 
вия теоремы 3.5 или теоремы 3.6, 

5. Элементы, «идущие назад». Будем говорить, что 
элемент ху при применении оператора А «идет назад», если 

Ах < Xo. (3.37) 

Нетрудно доказать аналогичные теоремам 3.5 и 3.6 
признаки существования в К «идущих назад» малых непу- 
левых элементов. Сформулируем эти признаки в виде одной 
теоремы. 

Теорема 3.7. Лусть определенный на некотором 
К (7) оператор А(А8—=09) имеет сильную производную 
А’ (9) по конусу К, причем Ав ==№\№ и, где ВЕК, № = 0. 

Тогда для существования такого &>0, что все 
элементы Ху=-ейу(0 << в) «идут назад» при приме- 

’ нении оператора А, достаточно выполнения одного из 
трех условий: 

3.7 (а) О<№< 1, конус К телесен, й, — внутренний 
элемент К; 

3.7 (6) 0 <№<1, оператор А дифференцируем по 
направлению № по В-норме (выполнено условие (3.29) ); 

3.7. (в) №=1, оператор А допускает представление 
(3.30), где О) удовлетворяет условиям (3.34), и 

ahy < — Chy < Bry, (3.38) 

где a, B > 0. 
На доказательстве мы не останавливаемся. 

Сделаем еще одно замечание. . 

Оператор А’ назовем мажорантой оператора А на 
множестве Т, если 

Ах Ах  (хЕТ). (3.39)
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Нетрудно видеть, что «идущие назад» при применении 

мажоранты А” элементы Хи при применении оператора А 
булут удовлетворять условию (3.36). 

6. Отсутствие «идущих вперед» элементов. Будем 
говорить, что оператор А равномерно й,-ограничен сверху, 
если для каждого достаточно малого в > 0 можно указать 
такое г=г (®) > 0, что 

Ах < =й, (ХЕК, |х| <. (3.40) 

Если конус А телесен, а Йй, — внутренний элемент конуса, 
то равномерно й\-ограниченными сверху будут все непре- 
рывные в точке 9 операторы А, удовлетворяющие условию 
Al = 6. 

Точку 0 назовем притягивающей для оператора A, если 
А — 0 и если найдется такое г, > 0, что 

Ax>x (x€Ki(r,), «#9.  — (3.41) 

Приведем некоторые признаки, которые позволяют судить 
о том, что точка 09 является притягивающей. 

Через (х,, У.) будем обозначать множество таких X CE, 
что 

<< у. 

Теорема 3.8. Пусть А’ (0) является сильной про- 
изводной Фреше по конусу оператора А, который рав- 
номерно й\-ограничен сверху, монотонен и удовлетворяет 
условию 3.7 (a) или 3.7 (6) теоремы 3.7, причем при 
условии 3.7 (6) предполагается, что № — наибольшее 
собственное значение оператора А’ (6). 

‚Тогда для того, чтобы точка 8 была притягиваю- 
щей, достаточно, чтобы выполнялось одно из следующих 
условий: 

3.8 (а) оператор А вполне непрерывен. Конус К нор- 
мален; 

3.8 (6) пространство Е слабо полно, единичный шар 
в пространстве Е слабо компактен, оператор А слабо 
непрерывен. Конус К допускает оштукатуривание. 

Доказательство. Предположим, что утверждение 
теоремы неверно. Тогда найдется такая последовательность 
х, ЕК, что 

Ax, > Xp (n=1, 2, ...) (3.42)
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И 

lim ||х„| =0. 
n> CO “ 

Из последнего равенства и из равномерной h,-orpaHuyeH- 
ности оператора А вытекает, что 

Ах, <= № (п=1, 2, ...), (3.43) 

где в„->0. В силу теоремы 3.7 можно считать, что 

А (=„Во) < „Йо (п — 1, 2, .. .). (3.44) 

Рассмотрим множество (х„, „в, ). Оно ограничено в силу 
нормальности конуса К. Из монотонности оператора Аи 
неравенств (3.42) и (3.44) вытекает, что оператор А преоб- 
разует (х„, ®„й,) в себя: если 

хх ай, 
то | 

Хх Ах, < Ах < А(= 1) «а й.. 

Если выполнено условие 3.8 (а), то в силу принципа 
[Шаудера, а если выполнено условие 3.8 (6) — то в силу 
принципа Тихонова оператор А имеет на каждом множестве 
(Xj ,Ао) по крайней мере одну неподвижную точку у„: 

Ау, = у, (п—=1, 2, ...). 

При этом |у„|» <:,->0, а так как конус К нормален, то 

lim fy, || = 0. (3.45) 
п>о 

Допустим, что выполнено условие 3.8 (а). В силу леммы 
3.1 оператор А’ (9) преобразует последовательность 

8 (п=1,9,...) (3.46) 
| Ул | 

в компактную. Без ограничения общности можно считать, 
что последовательность 

А’ (0)  (п=1,0,...) (3.47) 
Пул! 

сходится сильно к некоторому элементу у” (в противном 
случае мы перешли бы к подпоследовательности). Тогда и 

последовательность (3.46) также сходится сильно к у*, ибо
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в силу сильной дифференцируемости по конусу оператора А 
в точке 0 имеем 

    

          

‚  ПАу, — А” (8) ул! 1 — yt |. я _ 
sim a5 yal < Им, yal + 

tim A! (8) 24 — y* || =0. 
n>oo ra 

Таким образом, 

А” (0) у* = у*. (3.48) 

Пусть выполнено условие 3.8 (6). Тогда без ограниче- 
ния общности можно считать, что последовательность (3.46) 
слабо сходится к некоторому элементу у", который отличен 
от @ в силу леммы 1.7. Последовательность (3.47) будет 
слабо схолиться к элементу А’ (8) у", так как каждый линей- 
ный оператор слабо непрерывен. Далее, из равенства 

|= A’) ya Ау! о 
fl => co Vall 

    

  li / Ya 

no A (3 ) i W¥nll 

  

вытекает, что у“ удовлетворяет равенству (3.48). 
Итак, из прелположения, что утверждение теоремы не- 

верно, вытекает, что оператор А’(0) имеет позитивное соб- 
ственное значение, равное |. 

Дальнейшие рассуждения будем проводить раздельно для 
каждого из условий теоремы 3.7. 

Пусть выполнено условие 3.7 (а). Тогда конус К теле- 
сеи и поэтому оператор А’(0) является линейным Йу-огра- 
ниченным сверху оператором. Из теоремы 2.14 тогда выте- 
кает, что все собственные значения А’(0) не превышают ^., 
а это противоречит (3.48). Полученное противоречие дока- 
зывает теорему 3.8. 

Пусть выполнено условие 3.7 (6), тогда № -— наибольшее 
собственное значение оператора А’ (6), и мы пришли к тому же 
противоречию. 

Теорема доказана. 
Условия (3.7) (а) и 3.7 (6) в доказательстве теоремы 

были использованы для того, чтобы иметь возможность вос- 
пользоваться перавенствами (3.44). Поэтому условия 3.7 (а) 
u 3.7 (6) можно заменить предположением, что А (1%) < eh, 
при достаточно малых = >0, и предположением, что 1 
не является собственным значением оператора А’ (9).
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Для немонотонпых операторов А выяснение того, будет ли 
точка @ притягивающей, более сложно. Здесь улобно поль- 
зоваться мажорантами: если для мажоранты А* точка 6 при- 
тягивающая, то тем более она притягивающая для А. Ма- 
жорантами удобно пользоваться и при изучении некоторых 
монотопных операторов. 

Один простой признак того, что 6 — притягивающая 
точка, можно дать для случая конусов, допускающих ошту- 
катуривание. 

7. Операторы, производные которых К-расщепляемы. 
Будем говорить, что линейный оператор К-расщепляем, 
если этот оператор В имеет в конусе К собственный век- 
тор Йу и имеет инвариантное подпространство E,CE, nepe- 
секающееся с К лишь в точке 0, причем полпространство Е. 
имеет дефект, равный 1. Это значит, что каждый элемент 
хЕЕ однозначно представим в виде 

х= (хх: (x; € E)). (3.49) 

roe f(x*)— AnHeHHDIA GyHKUMOla, yNOBAeTBOPAIOWWHA ycno- 
виям ] (№) =1, /(%,) =0 при всех х Е Б,. Тогда 

Bx =)of (x) hy + Bxy. (3.50) 

Примером К-расщепляемого оператора может служить 
в силу теоремы 2.12 каждый иу-положительный линейный 
вполне непрерывный оператор. 

Теорема 3.9. Пусть оператор А(А—=6) имеет 
в точке 9 сильную производную Фреше по конусу, равную 
К-расщепляемому оператору (3.50). Пусть функционал 
f(x), фигурирующий в представлении (3.49), равномерно 
положителен: 

(х) жа|х| (EK). 
Пусть №<1. 

Тогда точка 9 будет притягивающей для оператора А. 
Доказательство. В предположении противного най- 

лется такая последовательность х,ЕК, что 

Ах, > х, (n= 1, 2,...) 

Ни Их, || =0. 
`-> со
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Последние неравенства перепишем в виде 

Axy, =— Bx, 

жи [| 
Xn— BXq 

ll Xn 

и вычислим значения функционала }/(х) от левой и правой 
части: 

(и) > (1 — Ao) f (Xn) 
| nll ll xn 

= (n= 1, 2,...) 

(n=l, 2, ..ъ). 

Левая часть последнего неравенства стремится к нулю при 
п—> со, а правая ограничена снизу положительным числом. 
Мы пришли к противоречию. 

Теорема доказана. | 
8. Отсутствие «идущих назад» элементов. Точку 8 

назовем отталкивающей для оператора А, если Аб —=6 и 
если найдется такое г, > 0, что 

Ах<х (хЕК(, x #68). (3.51) 

Сформулируем аналогичные теоремам 3.7 и 3.8 утвержде- 
ния 0б условиях, при которых 09 отталкивающая для опера- 
тора А. 

Оператор A(A§= 6) назовем Й,-ограниченным снизу, 
если для каждого ненулевого ХСК (г) можно найти такое 
6>0, что Ах >. 8;; здесь § = 8(x). 

Теорема 3.10. Пусть А’(9) является сильной произ- 
водной Фреше по конусу К оператора А. Пусть А моно- 
тонен, Й--ограничен снизу и удовлетворяет условиям 
теоремы 3.', причем предполагается, что | не является 
позитивным собственным значением оператора А’(6). 

Пусть выполнено одно из условий 3.8 (а) или 3.8 (6) 
теоремы 3.8. 

Гогда 9 будет отталкивающей точкой для А. 
Заметим, что из предположения Ай; = Ай, № > 1, выте- 

кает, что | не является позитивным собственным значением 
оператора А’ (6), если этот линейный оператор #-ограничен 
снизу (достаточно применить теорему 2.15). 

Теорема 3.11. Если в условиях теоремы 3.9 нера- 
венство № < 1 заменить неравенством № >1, то точка 9 

будет отталкивающей для оператора А.
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$ 4. Неравенства для элементов с большими нормами 

1. Существование элементов, «идущих вперед» и 
«идущих назад». В предыдущем параграфе было показано, 
что существование или отсутствие у оператора А «идущих 
вперед» или «идущих назад» элементов с малыми нормами 
определяется в основном свойствами производной А” (9). Ана- 
логично для исследования значений оператора А на элементах 

с большими нормами удобно пользоваться производной на 
бесконечности. Соответствующие утверждения вытекают из 
тех же рассуждений, которые применялись в $ 3; поэтому 
мы эти рассуждения повторять не будем. 

Теорема 3.12. Пусть положительный на К опера- 
тор А имеет сильную производную А’ (со) на бесконечности 
по конусу К, причем 

A’ (00) £9 = hooky 

Пусть выполнено одно из двух условий: 
3.12 (a) конус К телесен, 2, — внутренний элемент К; 

| A (480) — 4A’ () Bolle 
t 

  3.12(6) tim 
t> a 

= 0. 

Тогда найдется такое К —=&(.), что при №» > 1 при 
всех [> будут выполняться неравенства 

А(12) >18, 

а при ^»< 1 при всех [> — неравенства 

А (220) < 8. 

При применении этой теоремы, как и дальнейших теорем 
параграфа, часто удобно пользоваться минорантами или мажо- 
рантами изучаемого оператора. 

2. Отсутствие элементов, «идущих вперед» или «иду- 
щих назад». Приведем две теоремы. Будем называть опера- 
тор А 2,-0граниченным сверху на множестве Т, если для 
каждого хЕТ найдется такое #0, что Ах < 19%. Если 

#2, — внутренний элемент конуса, то, очевидно, каждый опе- 
ратор =,-ограничен сверху. 

Оператор А назовем равномерно 2\-ограниченным снизу 
на бесконечности, если каждому К >> 0 соответствует такое 
2 —1(Ю), что из ХЕК и |х| >В вытекает соотношение
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| Ах >. [(^) 2, причем 

Иш 2(АЮ) = со. 
Ю- © 

Обозначим через К (>> №) множество таких элементов 
хЕК, что |х|]> РА. 

Теорема 3.13. Пусть положительный и монотонный 
на некотором К (>> Ю) оператор А имеет сильную асимп- 
тотическую производную А’(со) по конусу К, причем 

A’ (00) £9 = ha (А >0; ВЕК, 80=0), 

и пусть оператор А’(со) не имеет в конусе К собствен- 
ных векторов, которым отвечает собственное значение, 
равное |. 

Пусть выполнено одно из условий 3.12 (а), 3.12 (6) и 
одно из следующих условий: 

3.13 (а) оператор А вполне непрерывен, конус К нор- 
мален; 

3.13 (6) пространство Е слабо полно, единичный шар 
в Е слабо компактен, оператор А слабо непрерывен, 
конус К допускает оштукатуривание. 

Тогда справедливы два следующих утверждения: 
1. Если А &-ограничен сверху, то из №» < | вытекает 

существование такого Ю = Ю (\.»), что 

Ах>х  (ХЕК, |х|>Ю). 

2. Если А равномерно #у-ограничен снизу на беско- 
нечности, то из Ay >1 вытекает существование такого 
R= Rio), 4mo 

Ax<x  (xEK, ||x||>R). 
Доказательство этой и предыдущей теорем отличается от 

доказательств соответствующих утверждений предыдущего 
параграфа лишь тем, что вместо сходящихся к нулю последо- 
вательностей приходится рассматривать последовательности 
элементов, нормы которых неограниченно возрастают. 

Предположение о выполнении олного из условий 3.12 (а) 
или 3.12 (6) можно заменить предположением, что 

A (EZ) S £5
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при достаточно больших = > 0, если Л» < 1, и что 

А (85) >> Во 

при достаточно больших ев, если Л» > 1. 
Предположим теперь, что оператор А”’(со) является 

К-расшепляемым оператором. Это значит (см. стр. 123), что 
- каждый элемент х С Е однозначным образом представим в виде 

x= f(x) Ay +x, (x, € Fy), (3.52) 

где /(х)— линейный функционал, удовлетворяющий усло- 
виям f (ho) =1 u f(x,)—=0 при всех х, из инвариаитного 
для А’(со) подпространства Е <=Е, имеющего с К лишь 
нулевую общую точку; Й, является собствениым вектором 
оператора А’ (оо) и ЕК; оператор А’(50) определяется 
равенством 

А’ (со) х =^»/ (х) в -- А’ (со) х.. (3.53) 

Теоремам 3.9 и 3.11 аналогично следующее утверждение: 
Теорема 3.14. Пусть определенный на некотором 

К (>> №) оператор А имеет сильную асимптотическую 
производную по конусу К, являющуюся К-расщепляемым 
оператором (3.53). Пусть функционал }(х), фигурирую- 
щий в представлении (3.52), равномерно положителен. 

Тогда существует такое Ю = Ю (\»), что при ho < 1 

Ax>x  (хЕК, |х|>), 
а при > >1 

Ах <х (ЕК, ||x||>R).



ГЛАВА 4 | 

СУЩЕСТВОВАНИЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 

В этой главе изучаются условия, при которых уравнепиз 

xX == Ax 

с положительным нелинейным оператором А имеет по крайней 
мере одно ненулевое решение х” в конусе К. В большинств? 
рассматриваемых ниже случаев предполагается, что 40 = 0; 
т.ким образом, речь идет о втором (отличном от 0) реше- 
нии в конусе К. 

В случае уравнеиия в одномерном пространстве речь идет 
о существовании таких положительных чисел {#*, что # = Х(Ё), 
где }(Ё) — непрерывная и неотрицательная при ЁЕ[0, oo) 
функция. Здесь для существовання положительного решения 
достаточно, чтобы либо нашлнсь такие малые значения Ё, что 
f(>t, uw такие большие значения Ё, что }/(1) <, либо 
нашлись малые { такие, что Г (Е) <Ё, и такие большие &, что 
f( > ЕЁ. Оказывается, что эта элементарная идея перепосится 
на положительные нелинейные операторы, действующие в бана- 
ховых пространствах с конусом. 

$ 1. Уравнения с монотонными операторами 

1. Операторы, оставляющие инвариантным конусный 
отрезок. В дальнейшем мпожество (Xo, Uo) элементов X, 
удовлетворяющих неравенствам 

Xo << xX Ky, 

будем называть конусным отрезком. 
Теорема 4.1. Густь монотонный на отрезке (Ху. Up) 

оператор А преобразует (ху, и) в себя, то есть 

AX) > Xp (4.1)
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Ц 
Ally < Uy. (4.2) 

Тогда для существования на (ху, и) по крайней мере 
одной неподвижной точки х* у оператора А достаточно, 
чтобы выполнялссь одно из следующих четырех условий: 

4.1 (а) конус К сильно минизэдрален; 
4.1 (6) конус К правилен, оператор А непрерывен; 
4.1 (в) конус К нормален, оператор А вполне непре- 

рывен; 
4.1 (г) конус К нормален, пространство Е слабо полно, 

единичный шар в Е слабо компактен, оператор А слабо 
непрерывен. 

Доказательство. Пусть выполнено условие 4.1 (а). 
Обозначим через 9 множество таких точек ХЕ (хи), что 
Ах >. х; это множество непусто, так как х,@ 3). Из моно- 
тонности оператора А вытекает, что 

A(Ax)> Ax (x € M), 

то есть А преобразует YW B ce6a: AP'CM. Tycrp 

x* == sup Me. 

* * . Очевидно, X)< xX" << uy, TO ecTh xX*E (Xp, Uo). U3 MOHOTOH- 
‘ности А вытекает, что 

Ax* > Ax >x (ХЕ. 

Это значит, что элемент Ах” является верхней границей для 9. 
Поэтому 

| Ах* > х*. 

Но тогда х*Е 3%, в силу чего Ах*ЕЖ и 

| Ах < x". 
Итак, Ах* = х*. 

Пусть выполнено условие 4.1 (6). В этом случае обра- 
зуем последовательность 

n-]) (n= 1, 2, ...). (4.3) 

Из условия (4.1) и из монотонности оператора А вытекает, 
что последовательность (4.3) монотонна и ограничена: 

х<х<х<... <х,< ..., 

< (п = 0, 1,2, ...). 

Xx, == Ах 

9 Зак. 2918. М. А. Красносельский
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Так как конус К правилен, то последовательность (4.3) схо- 
дится по норме к некоторому элементу х*Е (ху, щ). Пере- 
ходя в (4.3) к пределу при п-»оо, получаем равенство 
Ax* = x". 

Если выполнено условие 4.1 (8) или 4.1 (г), то утвер- 
ждение теоремы вытекает соответственно из принципа Шаудера 
или принципа Тихонова неподвижной точки. 

Теорема доказана. 
Заметим, что при выполнении условия 4.1 (8) или усло- 

вия 4.1 (2) неподвижная точка х” оператора А также может 
быть получена как предел последовательности (4.3) (при. 
условии 4.1 (8) сходимость вытекает из ее компактности, 
а при условии 4.1 (г) последовательность (4.3) сходится к х* 
слабо). 

2. Возможность существования нескольких неподвиж- 
ных точек. Условия теоремы 4.1 не гарантируют едииствен- 
ности неподвижной точки у оператора А на конусном отрезке 
(х, №). Приведем соответствующий пример. 

Пусть Е — одномерное пространство вещественных чисел, 
К — множество неотрицательных чисел. Пусть 

Ахх-- 9“  (х>0). 

  

Этот оператор (эта функция) монотонен, так как производная 
иележительна. Положим | 

7% 
Xo = 9 Ио — 9 ® 

к
а
 

Тогда неравенства (4.1) и (4.2) будут выполнены. В то же 
т wv 

время оператор А на lS 5: | имеет три неподвижные точ- 

ки: т, Эм, 3m. 
3. Отыскание инвариантного конусного отрезка. Пусть 

оператор А определен на всем конусе К и мочотонен на нем. 
Тогда для построения конусного отрезка (ху, 1), инвариант- 
ного для оператора А, достаточно положить х = и найти 
элемент и, удовлетворяющий неравенству (4.2). Для отыскания 
элемента и, можно воспользоваться теоремой 3.11. 

На этом пути можно получить, например, следующее 
утверждение: 

Пусть конус К телесен, а положительный на К опе- 
ратор А (непрерывный, если К правилен и вполне непре-
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рывный, если К нормален) имеет сильную производную 
А’ (со) по конусу с собственным вектором 2%, являющимся 
внутренним элементом К. Тогда для существования 
у оператора А в конусе К неподвижной точки достаточно, 
чтобы соответствующее собственному вектору 2% соб- 
ственное значение было меньше 1. 

Если Аб —=0, то для доказательства существования нену- 
левых неподвижных точек у оператора А в конусе К также 
можно воспользоваться теоремой 4.1. Здесь можно пытаться 
при помощи методов, изложенных в & 3 предыдущей главы, 
найти элемент ху с малой нормой, удовлетворяющий условию 

AX) > Ху, а затем при помощи методов из $ 4 искать эле- 
мент и, удовлетворяющий условию Ац, < цу. Если окажется, 
что Ху < 4, то при соответствующих предположениях о свой- 
ствах оператора и конуса существование неподвижной точки 
будет доказано. 

Таким образом, можно предложить следующую схему для 
доказательства существования ненулевой неподвижной точки 

у монотонного на К оператора А (49 =0). Нужно найти 
операторы А’ (9) и А’ (со) и их собственные векторы #; и Bo: 

A’ (9) tg = №№, А” (09) во = №. 8. 

Если окажется, что 

ho <1 <A, 
и при некотором &, | 

№ < 18%, 

то следует пытаться в качестве инвариантного для А отрезка 
1 (Xo, Uo) рассматривать конусные отрезки (=, =. 80) 

при достаточно малых в;, в. Если инвариантный конусный 
отрезок найден, то следует пытаться применить теорему 4.1. 

При отыскании инвариантных отрезков (Xp, Uy) сле- 
дует применять также миноранты и мажоранты оператора А. 

4. Специальный класс монотоиных операторов. 
Теорема 4.2. Пусть монотонный и непрерывный на 

конусном этрезке (х, и) оператор А удовлетворяет 
условию 

A(x + y) > Ax +-4(|lyl]) %% (x, x+y (X%, uy), VEX), 

(4.4) 

ge
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где а (г) — неубывающая положительная при г > 0 непре- 
рывная функция, аз, — фиксированный ненулевой элемент 
из К. 

Пусть А преобразует (ху, що) в себя. 
Тогда на (ху, ии) существует по крайней мере одна 

неподвижная точка оператора А. 
Доказательство. Рассмотрим последовательность 

(4.3). Если эта последовательность сходится к некоторому 
элементу х*, то предельным переходом в (4.3) получим ра- 
венство Ах” = х*, и теорема будет доказана. 

Предположим, что последовательность (4.3) не сходится 
по норме. Тогда из нее можно выделить такую подпоследо- 
вательность 

Хп «Хи <... < Xn S ves Kp, 

что 

1.1 — Хи, |7 > 0 (1—0, 1,2,...). 

Пусть а (7) =. Тогда в силу (4.4) 

Хи, == AX y, = AXy | + E,U) = Хи, _ 1+1 -Ё 809%» 

откуда 

т. = Хи) +1 = Xn, y+ + 5095 > Xn, - 50%. 

Из последних неравенств вытекает, что 

Хп, > Хт Е 5000» Хи, 2 ХЕ 2609, ..., 
то есть 

Uy > Xny, = Xn, lepdp > levy (i= 1, 2,...). 

Но тогда элемент. — © является пределом последовательности 
элементов 

Lo 
= i= l, 2, eee ds 

120 MEK ( ) 

то есть — ЕК. Значит, 9, =0. Мы пришли к противо- 
речию. 

Теорема доказана. 
Эта теорема могла бы быть получена и как следствие 

теоремы 4.1 (для этого нужно выделить минимальное 
подпространство Е, содержащее (ху, 15), и исследовать
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свойства конуса К, =КПЕ,). Мы предпочли прямое дока- 
зательство. 

5. Использование второго конуса. Пусть в простран- 
стве Е заданы два конуса Ку и К, причем К\СК (см. гл. 1, 
$ 8). В пространстве Е будем рассматривать только полу- 
упорядоченность, порожденную большим конусом К. 

Через К,(ху 1) обозначим пересечение конусного 
отрезка (ху, и) с конусом Ку, то есть совокупность та- 
ких элементов XC Ky, что хх < щ. Доказанные выше 
в настоящем параграфе утверждения без труда переносятся 
на уравнения с операторами, оставляющими инвариантными 
множества Ку(хо, №). Приведем один пример. 

Теорема 4.3. Пусть монотонный на Ку(х, и) 
оператор А преобразует Ку(Ху, и) в себя. 

Тогда для существования на Ку(Ху и) по край- 
ней мере одной неподвижной точки у оператора А 900- 
статочно, чтобы выполнялось одно из следующих условий: 

4.3 (а) конус Ку является К-правильным, оператор А 
непрерывен: 

4.3 (6) множество Ку(х‹, из) ограничено *), оператор А 
вполне непрерывен: 

4.3 (в) множество Ку(ху, и) ограничено, простран- 
ство Е слабо полно. единичный шар в Е слабо компак- 
тен, оператор А слабо непрерывен. 

Доказательство этой теоремы не требует никаких новых 
соображений. Без изменений обобщается и теорема 4.2. 

Лля отыскания элементов Хх, Е Ку, удовлетворяющих 
условиям Хх < Ах, Ащ< и, удобно пользоваться анало- 
гами теорем 3.5 и 3.11. В этих теоремах, очевидно, доста- 
точно рассматривать произволные по «меньшему» конусу К’, 
при этом в условиях 3.5(а) и 3.11 (а) достаточно предпо- 
лагать, что телесен «больший» конус К и что Йу (соответ- 
ственно 2%) — внутренний элемент К. 

6. Замечание о сходимости последовательных при- 
ближений. 

Лемма 4.1 (о двух милиционерах). ГЛусть 

ху < (NHI, 2, oe) (4.5) 

  

*) См. теорему 1.16.
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и пусть последовательности х„ и 1, сходятся по норме 

к одному и тому же элементу х*. Пусть конус К нор- 
мален. 

Гогда 

lim [у,— x*|] =0. 
n> co 

Доказательство почти очевидно: из (4.5) вытекает, 
что 

ху, —х, < их, (п=1,2,...), 

и так как конус К нормален, то в силу теоремы 1.2 

У, — Ха ЗВ — Хх (n=1, 2, ...), 

откуда 

ах < -Е О, — д НЕ, — хе, 2, ...). 
Лемма доказана. 
Теорема 4.4. Пусть оператор А монотонен на 

(Xo, Uy) и преобразует (ху, и) в себя. Пусть выполнено 
либо одно из условий 4.1(6), 4.1(в) теоремы 4.1, либо 
условие (4.4) теоремы 4.2. 

Пусть оператор А имеет Ha (Xo, щ) единственную 
неподвижную точку x”. 

Тогда последовательные приближения 

У, = Аун-1 (п—=1,2,...) (4.6) 

сходятся по норме к х*, каково бы ни OHNO YE (Xp, Uy). 
Доказательство. Образуем последовательности 

х„= Ах,_1, И, = Аи, (п=1, 2,...). (4.7) 

Эти последовательности и последовательность (4.6), очевидно, 
удовлетворяют неравенствам (4.5). 

Каждая из последовательностей (4.7) монотонна и огра- 
ничена. При условии 4.1 (0) обе последовательности сходятся, 
так как конус К правилен. При условии 4.1 (8) обе после- 
довательности сходятся, так как они монотонны и компактны. 
Сходимость последовательности х„ в условиях теоремы 4.2 
была доказана; сходимость последовательности и„ устанавли- 
вается аналогично: в предположении противного можно по- 
строить такую подпоследовательность 

Un, > Un, > Un >... 2 и, 2 +96 2 Ху
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что 

|4,,— 4 и >0 (i=0, 1, 2, ...)5 | nal 
тогда 

ит 2 Аит 2 Айн, - & (Го) 95 = Ин,+1 -- @ (То) Vy Dn, + % (7p) Vp 

и аналогично 

и > 2 Что (14 На (г) Up (1=0, 1,2,...); 

поэтому 

Uy D> ит 2 И, -Н @ (Го) 9, 2 ии. - Е 29 (70) 9, 2... 

2 ии, IAT) UMD lay)  (=1,2,...) 

и так как { можно выбрать сколь угодно большим, то —- ЕК, 
что противоречит предположению. 

Итак, обе последовательности (4.7) сходятся. Пределы 
этих последовательностей являются неподвижными точками 
оператора А. Из единственности неподвижной точки выте- 
кает, что пределы последовательностей (4.7) совпадают. 
Остается применить лемму 4.1 о двух милиционерах. 

Теорема доказана. 
7. Уравнения в пространствах с вполне правильными 

конусами. В предыдущих пунктах решение уравнения х = Ах 
с монотоиным оператором А в ряде случаев конструирова- 
лось как предел монотонной последовательности 

Хх, = Ах, _| (п=1, 2, ...). (4.8) 

При этом последовательность (4.8) оказывалась ограничен- 
ной в смысле полуупорядоченности. Если конус К вполне 

`правилен, то для сходимости последовательности (4.8) ло- 
статочно ограниченности по норме, если эта последователь- 
ность монотонна. Это соображение приводит к ряду теорем 
о существовании положительных рещений у уравнения х = Ах. 
Приведем одну из них. 

Теорема 4.5. Пусть положительный и монотонный 
на конусе непрерывный оператор А имеет сильную ACUM- 
птотическую производную А’ (2о) по конусу. Пусть спектр 
линейного оператора А’(оо) лежит в круге радиуса ру, 
причем Py < 1. 

Пусть конус К вполне правилен.
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Тогда оператор А имеет на К по крайней мере одну 
неподвижную точку. 

Доказательство. В силу леммы 2.2 в Е можно 
определить такую норму ||х|с. что 

т!|х| < |, < М!х| СЕВ, 
где т, МО, и 

|| A’ (Co)io= SUB [А’ (оо) хо = 1— 4, 
где м > 0. 

Выберем такое Ю >> 0, что при |х||> В (хЕК) 

| Ах С sla < и т. 

Тогда при Их! R (xEK) 

[Ах <] Ах — А’ (со) х|,-- | А’ (9) ¥ Ilo < 
< М1 Ах — А (55) х| + —)|х |, 

  

то есть 

НАХ о mn] xl] Е (1 — 1 (]х| > К, хЕК). 

Положим хи =д9 их, = Ах,..! (п=1,2, ...). Построен- 
ная последовательность монотонна и в силу последнего не- 
равенства ограничена по норме. Из полной правильности 
конуса К вытекает, что последовательность х,„ сходится по 
норме. Ее предел является неподвижной точкой оператора А. 

Теорема доказана. 
Эта же схема рассуждений применима для доказательства 

существования ненулевых положительных решений, если 
Ab = 6. 

Теорема 4.6. ГГусть выполнены условия теоремы 4.5. 
Пусть существует такой ненулевой элемент ЖЕК, что 
Ах, > Xp. 

Тогда оператор А имеет на К по крайней мере одну 
ненулевую неподвижную точку. 

Если оператор А вполне непрерывен, то утверждения 
теорем 4.5 и 4.6 сохраняют силу, если предположение о пол- 
ной правильности конуса К отбросить. Для вполне непрерыв- 
ного линейного оператора А’ (со) предположение о том, что 
спектр лежит в круге радиуса ру < 1, равносильно, вообще 
говоря (см. гл. 2), предположению о том, что А’ (со) не имеет 
позитивных собственных значений Ху, больших или равных [.
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$ 2. Уравнения с немонотонными операторами 

1. Существование неотрицательных решений. Для до- 
казательства сушествования неподвижных точек у немоно- 
тонных положительных операторов А улобно применять раз- 
личные общие принципы неподвижной точки и, в частности, 
принципы Шаудера и Тихонова. При этом у рассматривае- 
мого оператора приходится предполагать полную непрерыв- 
ность или (если пространство Е слабо полно и единичный 
шар слабо компактен) слабую непрерывность. Доказательство 
существования неподвижной точки сводится к отыскапию 
такого выпуклого множества ТеЕ, которое оператор А 
оставляет инвариантным. В качестве множества Т могут 
фигурировать конусные отрезки (XxX), Uy), пересечения 
Ко (хо, #0) конусного отрезка (хо, 10) с некоторым кону- 
сом К,=К, пересечения К (7) конуса К с mapom |/x||<r 
ит. д. Приведем песколько утверждений, получаемых на 
этом пути. 

Теорема 4.7. //усть положительный на конусе К 
оператор А имеет сильную асимптотическую производ- 
ную А’(со) по конусу, причем спектр линейного опера- 
тора А’ (оо) лежит в круге '\|< ву где py <1. 

Тогда для существования в конусе К по крайней мере 
одной неподвижной точки у оператора А достаточно, 
чтобы выполнялось одно из следующих условий: 

4.7 (а) оператор А вполне непрерывен. 
4.7 (6) пространство Е слабо полно, единичный шар. 

слабо компактен; оператор А слабо непрерывен. 
Доказательство. В силу леммы 2.2 в Е может быть 

введена такая эквивалентная первоначально заданной норма 

Их|о Что 
| A’ (co) ||p> = 1 —, 

где 7 > 0. При доказательстве теоремы 4.5 было установле- 
но, что в новой норме оператор А удовлетворяет неравен- 
ствам (4.8) 

[Ах < [Xo ЕК, 1х2 А), 

где АЮ — некоторое положительное число. Это значит, что 
оператор А преобразует в себя пересечение Т конуса К
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с шаром ||x|],< Ro rae 

Ry = max \® Sup | Ах. 
KEK, [ixllo<R 

Множество Т ограничено, выпукло и замкнуто. Сущест- 
вование у оператора А неподвижной точки х“@Т вытекает 
из принципа Шаудера при условии 4.7(4) и из принципа 
Тихонова при условии 4.7 (6). 

Теорема доказана. 
Теорема 4.8. Пусть положительный оператор А 

имеет на конусе К мажоранту А*: 

Atx > Ax (x€K), (4.9) 

причем мажоранта А’ имеет сильную асиптотическую 

проиавосную А* (со) по конусу со спектром, лежащим 
6 Kpyze |h| <p, 20e р < 1. 

Пусть конус К нормален и, более того, норма моно- 
тонна. 

Пусть выполнено одно из условий 4.1 (4) или 4.1 (6) 
Предыдущей теоремы. 

Тогда оператор А имеет по крайней мере одну не- 
подвижную точку х*ЕК. 

Доказательство. Как при доказательстве теоремы 4.7, 
вводим такую норму |х|, что при некотором Ю 

ATX llo< [lll ЕК, [lx Ilo > Ю. 
В силу леммы 2.3 новую иорму можно ввести так, что она 
сохраняет свойство монотоиности: из 0 < х<у следует не- 
равенство |х!,«|уУ|о. Поэтому из (4.9) вытекает, что 

Ао < Ах о (ЕК, |2 В). 
Дальнейшие рассуждения — как при доказательстве тео- 
ремы 4.7. 

Георема доказана. 
Если в условиях теоремы 4.8 оператор А оставляет 

инвариантным конус К,=К, то достаточно, чтобы мажо- 
ранта А+ была определена лишь на конусе Ку. 

2. Переопределение оператора. При доказательстве су- 
ществования неподвижных точек часто бывает удобным сле- 
хующее простое соображение. Изучаемый оператор А на
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части своей области определения переопределяется так, чтобы 
для переопределенного оператора существование неподвиж- 

‚ НОЙ ТОЧки было очевидным. Затем доказывается, что непо- 
 движная точка не может находиться там, где значения опе- 

° ратора А переопределялись. Эта простая схема чрезвычайно 
плодотворна (в дальнейшем она неоднократно будет при- 

‚ меняться): основные трудности в ее реализации — правильное 
` переопределение оператора А. 

Приведем пример утверждения, близкого к теореме 4.8, 
но не требующего монотонности нормы. Ограничимся слу- 
чаем вполне непрерывного оператора. 

Теорема 4.9. Пусть для положительного вполне 
непрерывного оператора А существует такое К, что при 
всех 8 >0* 

Ax>(itex (KEK, [|х|=Ю). (4.10) 
Тогда оператор А имеет по крайней мере одну неподвиж- 
ную точку x"EK. 

Доказательство. Определим оператор А равенством 

Ах ‚ если ХЕК, |х|< К 

A(x), если ХЕК, ||x||/>R al 

Ax = 

Оператор А вполне непрерывен и преобразует конус К 
в свою компактную часть. В силу принципа Шаудера най- 

дется такой элемент x*E K, ato Ax* = х*. 
Допустим, что ||х“”| > В, и положим 

Тогда 

яж 1“. 

что противоречит (4.10). 

Итак, ||х*| < В. Поэтому Ах* = Ах* = х*. 
Теорема доказана. 
Заметим, что для проверки условия (4.10) удобно рас- 

сматривать различные мажоранты оператора А. Нетрудно 
видеть, что условие (4.10) выполнено, если для какой-либо
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мажоранты А* справедливы соотношения 

A*x>(i+e)x (ЕК, |х|=8) 
или если выполнено более жесткое ограничение 

; — 
А’х>х (ХЕК, |х|=Ю). (4.11) 

Вопрос о том, когда выполнено условие (4.11), изучался 
в гл. 3 ($8 4, п. 2). Воспользуемся полученными там резуль- 
татами и сформулируем одно из следствий теоремы 4.9 
в виде отдельной теоремы, удобной для приложений. 

Теорема 4.9’. Пусть вполне непрерывный положи- 

тельный опёратор А имеет на К мажоранту А*, кото- 
рая является монотонным вполне непрерывным опера- 
тором. Пусть существует сильная асимптотическая 

производная А* (со) по конусу, имеющая положительный 
собственный вектор gp: 

A* (co) Во = №8, 

причем „< 1 и 1 не является позитивным собственным 
значением оператора А* (05). 

Пусть оператор А“ 2\-ограничен сверху. Пусть ко- 
нус К нормален. 

Тогда оператор А имеет на К по крайней мере одну 
неподвижную точку. 

Приведем еще одно утверждение о существовании поло- 
жительного решения х”ЕК; в доказательстве существенно 
используется переопределение оператора А. 

Теорема 4.10. Допустим, что положительный опе- 
ратор А вполне непрерывен и имеет сильную асимпто- 
тическую производную А’(со) по конусу. Пусть линейный 
оператор А’ (50) не имеет позитивных собственных зна- 
чений, превосходящих или равных 1. Тогда А имеет на К 
неподвижную точку. 

Доказательство. Для доказательства построим по- 
следовательность операторов 

Ах, если ||х| < п, 

A,< = (М Ат»). если П«|х| <, (4.12) 
п ХИ 

0, ecan— || x || > 2a.
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Каждый из операторов А, очевидным образом вполне 
непрерывен и преобразует весь конус К в свою компактную 
часть. Из принципа Шаудера вытекает, что каждый опера" 
тор А„ имеет по крайней мере одну неподвижную точку х„ 
Очевидно, 

1х, < 21 (п—=1, 2, ...). 

Поэтому доказательство будет завершено, если будет дока- 
зано, что при больших П не выполняются неравенства 

|х„| > 2. 
Предположим противное. Пусть имеют место равенства 

(1 Ky) = Xp (n==1, 2, ...), 

которые мы перепишем в виде 

Ау, — А’ (сэ) уп 

  

  / — У" _ = ee ay be (00) TT = Typ | Ld, 
где 

n n 
Yn = Ten *” | (п —1, 2, weeds 

и пусть 
n<|[x,||<2n (n—1, 2,...). 

Без ограничения общности можно считать, что числа 4, 
сходятся к некоторому пределу а, причем из неравенств 
O<a,< 1 вытекает, что Ох < 1. Одновременно будем 
считать, что элементы 

А’ (со     (п—= 1,2, ...) 

сходятся по норме к некоторому элементу 9. Тогда эле- 
Уп 

ll Yall 
вательно, & == 0, и имеет место равенство 

менты будут сходиться к элементу 9, == и. Следо- 

Uy —= % А” (©9) цу, | - 

которое противоречит предположению о том, что опера- 
тор А’ (со) не имеет позитивных собственных значений, боль- 
ших чем | или равных 1. Этим доказательство завершается. 

В последнем утверждении предположение о полной непре- 
рывности оператора А можно заменить предположением
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о слабой непрерывности, если пространство Е слабо полно, 
если единичный шар слабо компактен и если конус К допу- 
скает оштукатуривание. Доказательство при этом почти не 
меняется. Нужно лишь операторы А„ определить на конусе К 

    

  

вместо формул (4.12) равенства и 

Ах, если [(х)< 1, 
, | 

Ах =] [2 — | al pee x], ecm n<1(x) <2n, 

0, если i(x) > 2n, 

а затем вместо принципа Шаудера применить принцип Тихо- 
нова. 

Отметим, что последние утверждения содержат как част- 
ный случай теорему 4.7. 

3. Положительные решения. Допустим, что 48 ==6, и 
поставим вопрос о существовании в конусе вторых (отлич- 
ных от 9) неподвижных точек у положительного опера- 
тора А. 

Теорема 4.11. Пусть положительный оператор 
А (40—06) имеет сильную производную Фреше А’ (6) и 
сильную асимптотическую производную А’ (со) по конусу. 
Пусть спектр оператора А’(со) лежит в круге {Al <p, 
где р< 1. Пусть оператор А’ (6) имеет в К собственны 
вектор Пу, 

A’ (8) Ay == Apo 

npuyem ho >1 u A’ (9) не имеет в К собственных векто- 
ров, которым отвечает собственное значение, равное 1. 

Тогда для существования у оператора А в конусе К 
по крайней мере одной ненулевой неподвижной точки 
достаточно выполнения одного из следующих условий: 

4.11(4) оператор А вполне непрерывен, 
4.11 (6) оператор А слабо непрерывен: пространство Е 

слабо полно, единичный шар в Е слабо компактен, ко- 
нус К допускает оштукатуривание. 

Доказательство. Пусть вначале выполнено условие 
4.11 (а). Определим тогда операторы А, равенством 

Ах, если ХЕК, |х| г, 

= дефе ial) he если ХЕК, [5х] <.
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Очевидна полная непрёрывность всех операторов А,. Все 
они удовлетворяют условиям теоремы 4.7 и имеют в силу 
этого неподвижные точки в конусе К. Мы покажем, что 
нормы этих неподвижных точек больше г, если г достаточно 
мало. Тогда неподвижные точки оператора А, будут нену- 
левыми неподвижными точками оператора А и теорема будет 
доказана. 

Предположим, что каждый оператор А, имеет неподвиж- 
ную точку, норма которой не превышает г. Тогда можно 
построить такую последовательность х„СК, что 

о< |х, <=  @=10,...) (4.13) 

Ах (=, (n=1,2,...). (4.14) 

Без ограничения общности можно считать, что последо- 

вательность 

Xx 
A’ (0) —4., (n = I, 2, wee) 

ll Xp Il 

сходится по норме к некоторому элементу 2 ЕК. ` 
Перепишем равенство (4.14) в виде 

1 1) i Xn Atn— A’ O)%n__ gr (9) Xp (4.15) 

nllxnl 7) 9 Uxal Xn Е 
    

  

Из этого равенства следует, что 

Ао шт (т 1) <На. 
п» fl 

Поэтому без ограничения обшности можно считать, что 

последовательность р | сходится к некоторому чи- 

слу а, которое в силу (4.13) неотрицательно. Из равенств 
Xn (4.15) вытекает тогда, что последовательность t= 1, 

n 

2,...) CXOMMTCA TO HOpMe K HeEKOTOPOMy BeKTOpy 4,€ K, 
причем |u,||— 1. Tepexona k npeneny B (4.15), monyyaem 
равенство 

Uy = A’ (9) uy +-ahy. (4.16) 

Число а положительно, так как А’ (6) не имеет в К соб- 
ственных векторов, которым отвечает собственное значение,
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равное единице. Следовательно, на 

  

    
Uy > Al (8) (Loo) = Colo + &) Ao, 

то есть и, >, где #=^ЛИа> В. Мы пришли к про- 
тиворечию. 

При условии 4.11(4) творема доказана. 
Пусть выполнено условие 4.11 (60). Обозначим через / (x) 

равномерно положительный на К линейный функционал. 
Положим 

Ах, если ХЕК, 1(х) >, 

Ах -- [1 —1(х)] В, если ХЕК, I(x)<r. 

Операторы А, очевидиым образом слабо непрерывны и 
в силу теоремы 4.7 имеют на К неподвижные точки. Как и 
при выполнении условия 4.11 (а), нужно лишь показать, что 
при достаточно малых г нормы этих неподвижных точек 
больше г. — 

В предположении противного существует такая последо- 
вательность х„, что 

0<1)<-  и=10,...) 

дк =| 

    

  

И 

1 Ах, т) ю=ж  @= 2...) 
то есть 

1 “ 

aD — 1] hg= | 

Я Ах, — А’ (8) х„ eal og Xp 

—_ Ихи) Il Xn ll (хп) А” (0) Г)‘ (4.17) 

Без ограничения общности можно считать, что последова- 

  

Xx 
тельность - (x слабо сходится к некоторому элементу 

и, ЕК, при "этом (и) =1. Тогда последовательность 

А’ (0) то сходится слабо к элементу А’(9) и. В силу 
п 

  

(4.17) числа — 1 сходятся К чисау 
nl (Xn) 

а— I (uy) —1[A’ (8) uo} 

= [ (ho) 
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(чтобы в этом убедиться, достаточно к равенству (4.17) при- 
менить функционал 1(%)). Поэтому из (4.17) вытекает ра- 
венство (4.16), которое, как мы уже знаем, приводит к про- 
тиворечию. \ 

Теорема доказана. 
4. Неподвижная точка в сжатом конусе. Будем гово- 

рить, что оператор А(Аб==0) является сжатием конуса, 
если найлутся такие г, Ю > 0, что 

Ax <x (ХЕК, ||x||<r, x #9), (4.18) 

и при всех => 0 

Ax>(l+e)x (ЕК, |х|>Ю). — (4.19) 
Теорема 4.12. Пусть положительный вполне непре- 

рывный оператор А является сжатием конуса. 
Тогда оператор А имеет на К по крайней мере одну 

ненулевую неподвижную точку, 
Доказательство. Без ограничения общности можно 

считать, что 
O<r<l< Rew. 

Выберем такой элемент #; ЕК, что 

1 > ЕЯ br sup 1451). 4.20) 
YER, llyit=r 

  

)поеделим на К оператор А равенством 

(ха Оль ея ||, г xl 
lel for xe] r— lel 

| r AT x)+ r То 
  

  

a= ecm oe ||x\| <r, 

Ах, если Г<]х| < К, 

А (7 x) , ecm = |x|] > К. . 
ll +I 

(4.21) 
Нетрудно видеть, что оператор А вполне непрерывен и 

преобразует конус К в свою компактиую часть. В силу 
~ 

принципа Шаудера оператор А имеет на К неподвижную 

10 Зак. 2918. М. А. Красносельский
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точку х". Для завершения доказателуства достаточно пока- 
зать, что 

    

oe 
Допустим, uTo || x*|l < r?. да 

= | х* __ | 

Nota )+a ie 
откуда 

  

Nao <tg (Pt rfa( 5 =) 
что противоречит (4.20). 

Допустим, что г? < ||х*|| <г. Тогда 

   ), 

— в) и ИЕ 
i= =А(тт >") + р № 

откуда 

Г 1B 
* Г * 

т” >А(тет =). 
что противоречит (4.18). 

Допустим, наконец, что |х*| >> Ю. Тогда 

em ab) 
то есть 

Кю Re 
А(1 ги") =а-9 Г”, 

где : 

ЩИ | М. 

Мы снова пришли к противоречию. 
Теорема доказана. | 
Теорема 4.13. Пусть пространство Е слабо полно 

ц единичный шар в Е слабо компактен. Пусть конус К 
допускает оштукатуривание. 

Пусть положительный слабо непрерывный оператор А 
является сжатием конуса. 

Тогда оператор А имеет на К по крайней мере одну 
ненулевую неподвижную точку. 

Доказательство проводится аналогично доказатель- 

ству предыдущей теоремы с тем изменением, что оператор А
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ЗУРАТЛУТ 6% определить фор My loli 

Wo Al as x х+а— ry если 1(х) < п, 

т [а 1 ALD, 
бо п E(x) 

  

  

  
  

  
-Х — | если ю < <1(х) < ть (4.22) 

Ах, если 7, < Их) < Кь 

| Al 7° rey x}, если I1(x)> Rp 

где /(х) — равномерно положительный линейный функцио- 
нал, агуи А — соответственно достаточно малое и доста- 
точно большое положительные числа. Вместо принципа 
Шаудера нужно воспользоваться принципом Тихонова. 

Из доказательств видно, что в теоремах 4.12 и 4.13 
условие (4.18) можно заменить предположением о сущест- 
вовании такого ненулевого #ЕК, что при а>0 и 
хЕК (0< |х| < р) выполняется неравенство 

x = Ах «щ. 

Условие (4.19) можно заменить предположением, что 

Ах = (1 эх (XEK, |х|Ю, ¢>0). 

Эти предположения менее ограничительны, но неудобны, так 
как проверка их не допускает использования минорант и 
мажорант. 

5. Использование минорант и мажорант. Применение 
последних двух теорем требует проверки условий (4.18) и 
(4.19). Здесь можно применить теоремы из гл. 3 (§3 4). 

Удобно пользоваться минорантами А’ и мажорантами А*: 
если для миноранты А выполнено условие (4.18) 

Ax<x (xEK 0< xl] <r. (4.23) 

TO OHO тем более выполнено для оператора А: аналогично из 

Atx>x (ЕК, |х| > К) (4.24) 
вытекает (4.19). Миноранту (4.23) нужно строить лишь на 
элементах малой нормы, мажоранту — на элементах с боль- 
шой нормой. 

10*
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В качестве минорант и мажораыг можно использовать 
линейные операторы. Тогда для проверки условий (4.23) и 
(4.24) можно применить теоремы $.17‘и 2.18. 

Еще одно замечание. В приведенных выше теоремах 
доказательства основывались на переопределении оператора А 
на элементах хСК с малой И большой нормой. Утвержде- 
ния этих теорем сохраняют силу, если ограничение на пове- 
дение оператора в окрестности точки 0, взятое из одной 
теоремы, объединить с ограничением из другой теоремы на 
значения оператора на элементах с большой нормой. Это 
замечание относится и к утверждениям, доказываемым в $4. 

$ 3. Вспомогательные утверждения 

1. Отображение на цилиндры. Предположим, что конус К 
допускает оштукатуривание. Обозначим через [(х) равно- 
мерно положительный на К линейный функционал, то есть 
такой функционал, что 

l(x)>m |x|]  (x€K). 

Через Г обозначим множество таких ХЕБ, что ((х)=0. 
Пусть 2, — такой элемент из А, что 

[(25) == 1; 

каждый элемент х@Е допускает тогда единственное пред- 
ставление в виде | 

X==1(X)%+ x, (x, EL). (4.25) 

Определим оператор Р’ равенством 

Px = x. 

Тогда представление (4.26) можно записать в виде 

X =1(x)2)+ Px (x € E). (4.26) 

Через К в (0<а<В) обозначим совокупность таких элементов 

хСК, что 
a<l(x) <B. (4.27) 

Через 5 обозначим совокупность таких элементов xX,€L, 
что Хх -- 2 ЕК (иначе говоря, для построения $ нужно 
рассмотреть пересечение конуса К с гиперплоскостью [(х) = 1
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и сдвинуть получившееся множество на элемент — 25). Че- 
рез 7 обозначим совокупность таких элементев хСЁ, что 
РхЕ5, то есть совокупность элементов хЕЁ вида 

Хх =, -- #2 (x,ES, — со<Ё«<о) (4.28) 

(иначе говоря, 7 — это бесконечный цилиндр с основанием $ 
и образующей, направленной по вектору 2). Наконец, через 
Т.,ь обозначим часть цилиндра Г, состоящую из таких 
элементов, у которых в представлении (4.28) { удовлетво- 
ряет неравенствам а ЕЁ. | 

Введем в рассмотрение оператор В. равенством 

Вх Px + 2! (4) — oF Bo) 2 (4.29) 
0 ~~ E(x) Bo — o 

  

где а, В, — фиксированные положительные числа, причем 
< в. Оператор В определен на всех элементах x EL. 

Лемма 4.2. Оператор В осуществляет взаимно одно- 
значное, взаимно непрерывное и взаимно слабо непрерыв- 
ное отображение каждого множества К „зв (0<а< В) на 
соответствующее множество Т,, у, где 

о — 24 — (0 T Fo) b —_ 2B (40 + Bo) 

Во — ао Во — Ao 

Доказательство. Для того чтобы элемент у принад- 
лежал Г, необходимо и достаточно, чтобы элемент Ру-- 25 
принадлежал К. В силу (4.29) 

р i РВ == Ид [Рх + 1(х) 2] = пя: 

Поэтому ВхЕТ при хЕК (х-8). 
Тот факт, что ВК, <= Т,, ь, очевиден. 

Непрерывность и слабая непрерывность оператора В 
также становятся очевидными, если формулу (4.29) заменить 
эквивалентной 

(4.30) 

Bx = Ш 2. -- 21 a (a + Bo) 2p — _*_ 
E(x) о— № 

ох 21 (х) — 2% 

Te) fy ay 
Из формулы (4.29) вытекает, что оператор В преобра- 

зует различные ненулевые элементы конуса К снова в раз- 
личные элементы. Поэтому оператор В имеет обратный В-!. 

2. (4.31)
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Для этого обратного оператора можня указать явную фор- 

мулу 
  

Boy = (By — a) 1 о $a + By (Руа). (4.32) 

Оператор В” будем рассматривать на таких элементах 
УЕ Т, что 

ay + Bo Ly) > — PES. 
В частности, последнему условию удовлетворяют все эле- 
менты Вх, где ХЕК(х-8). Непосредственный подсчет 
показывает, что 

В 'Вх==х (x€E, Ha) > 0). 

Из равенства (4.32) вытекает, что В Т,ьсКа, в, Так как 

1) __ (в — 90) 1(7) Н % + Bo 

и неравенства 

«< ИВ“у)<В (УСТ 
совпадают с неравенством (4.27). Таким образом, 

ВК ав == Tap: 

Непрерывность и слабая непрерывность оператора В” 
на Т.»ь очевидны. 

Лемма доказана. 
Отметим, что в силу леммы 4.2 оператор В преобразует 

чножество К,.;, взаимно однозначно, непрерывно и слабо 

lempepbiBHO Ha 7, y. 
2. Лемма о неподвижной точке. Перейдем к изучению 

оложительных операторов А. В дальнейшем предполагается, 
то выполнено одно из двух условий; либо оператор А 
полне непрерывен, либо оператор А слабо непрерывен, 

“a пространство Е слабо полно и единичный шар в этом 
пространстве слабо компактен. Напомним, что конус К допу- 
скает, по предположению, оштукатуривание. 

Будем предполагать, что оператор А определен на неко- 
тором множестве К, (0 < < в). 

Лемма 4.3. Пусть положительный оператор А удо- 
влетворяет условиям 

AX = Uy (ХЕК, L(x) = ap) (4.33)
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и 
Ax = U, (xEK, L(x)=68,), (4.34) 

где Uy) и ии— такие фиксированные элементы из К, что 

0 <1 (%) < ty < By <1 (ty) <0. (4.35) 

To2d0a Ha Ka, 3, Onepamop А имеет по крайней мере 
одну неподвижную точку. 

Доказательство. Из условий леммы вытекает, что 

sup [(Ах)<оо. (4.36) 
ХЕКиа,, 8. 

Мы будем проводить доказательство в дополнительных пред- 
положениях, что L(V) >0 UH 

inf 1(Ax)>0. _. (4.37) 
XE Kae, Bo ) 

Это не ограничит общности результата, так как в против- 

ном случае дополнительным условиям и всем условиям до- 
казываемой леммы будут удовлетворять операторы 

A, x = Ax 2 (XEK, 4): 

если только п достаточно велико. Если в дополнительных 
предположениях утверждение леммы будет доказано, то 
каждый из операторов А, будет иметь неподвижную точку 
Х,ЕК., з. Значит, 

Ах, =, (n==1,2,...). 

Без ограпичения общности можно считать, что последова- 
тельность Ах,„, а вместе с ней и последовательность х„ схо- 
дится к некоторому элементу х"Е К. в (сильно, если А 
вполне непрерывен, и слабо, если А слабо непрерывен). 
Элемент х” будет неподвижной точкой оператора А. 

Итак, можно дополнительно предполагать, что [(9,) >> 0, 
то есть 9-8, и что выполнено условие (4.37). 

В силу (4.36) и (4.37) найдутся такие положительные 
числа а и В, что | 

а < (Ах) <В (XE Kus, a). 

При этом “щи в < В.
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Определим на Т_,,; оператор Р равенством 

Dy = BAB™'y — 21(BAB™y — y) 2p, (4.38) 

где В и В ' — операторы (4.29) и (4.32). В силу леммы 4.2 
оператор В определен и обладает свойством полной или 
слабой непрерывности, если оператор ДА соответственно 
вполне или слабо непрерывен. 

Ecam Ax*= x", то элемент у*=—Вх* будет неподвиж- 
ной точкой оператора О), так как 

Dy’ = BAx* — 21(BAx* — Bx*) z,= Bx* = у. 

Наоборот, если Ру* == у*, то элемент х*=В”1у* удовлетво- 
ряет равенству 

ВАх* — 21(ВАх* — Bx*) 2, = Bx", 

то есть равенству 

BAx* — Bx* = 21 (BAx* — Bx") 2. 

Из этого равенства следует, что 

1[(ВАх* — Вх*) =0, 

так как 1(2) =1. Поэтому ВАх“ = Вх* и Ax* = x’. 
Таким образом, вопрос о существовании (и даже о числе) 

неподвижных точек у оператора А на К, .„ полностью 

эквивалентен вопросу о существовании неподвижных точек 
у оператора В на Т_,, +1. 

Перечислим некоторые свойства оператора Р. 

Пусть [(у)= — 1. Тогда 1 (Boy) = 4, и в силу (4.33) 

АВ 'y =). Значит, 

Dy = Bu, — 21 (Buy — у) 2 = Во, — [2 + 21 (Bu) ] 2 = hy 

(YET. КУ=Ы— И. 

При этом в силу (4.29) 

(В) = — 2 — 21 (Bv,) =— 1+ 

с и в силу (4.35) 

2 [a — 1 (%0)] 

Во — 4% 

К) > — 1. 
Аналогично 

Ву= Ви — [2 -- 21 (Вш)] = YET» !=)),
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причем 

(8) < 1. 

Доопределим оператор ВР na sce Т,,,, где числа а и ф 
определены равенствами (4.30), положив 

Ay если УСТ, а<Цу<—1, 

2, если УСТ, 1<1( <. 

Продолженный оператор ВР будет вместе с оператором В 
вполне непрерывен или слабо непрерывен. 

Продолженный оператор D преобразует Т,, в себя. 
В силу принципа Шаудера или принципа Тихонова продол- 
женный оператор Р имеет по крайней мере одну неподвиж- 
ную точку. В силу неравенств 1(#) > —Ти [(2) < 1. эта 
неподвижная точка не может лежать вне Т_,,1. 

Итак, оператор D на Т_;,| имеет неподвижную точку. 
Лемма доказана. 
3. Случай конечномерного пространства. Леммой 4.3 

мы будем ниже пользоваться, в частности, при изучении опе- 
раторов, действующих в конечномерных пространствах. В ко- 
нечномерных пространствах слабая и полная непрерывности 
оператора совпадают с обычной иепрерывностью. НАйомним 
также, что все конусы в конечномериом пространстве до- 
пускают оштукатуривание, так как каждый строго положи 
тельный функционал [(х)(1(х)>0 при хЕСК и х-0) на 
конечномерном конусе `равномерно положителен. 

Обозначим через Р,,р множество таких элементов хЕК, 
что г«|х| <. И 

Приведем одно видоизменение леммы 4.3. 
Лемма 4.4. Пусть К — конус в конечномерном про- 

странстве Е. Пусть положительный непрерывный на Р‚р 
оператор А удовлетворяет условиям 

„| 

Ax=%  (xEK, ||xil =r) (4.39) 
И 

Ах=щ  (x€K, |x] =R), (4.40) 
20e 

MI<r<R<|lapll. (4.41) 

Гогда оператор А имеет на F, p по крайней мере 
одну неподвижную точку.
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Доказательство. Пусть 1(х) — равномерно положи- 
тельный на К линейный функционал. Положим 

|“ list IL, [ у]: 

Пя 
этот оператор определен на К,, р и удовлетворяет условиям 
леммы 4.3. Поэтому найдется такая точка у*ЕК,,р, что 

| ‘lire 

А, у =   

   
    

  

  

L(y") + _ at 

{af ZO у ТИ iv"? =>". 
|У*| 

Введем обозначение | 

L(y") 8 Oe 

ly — * 

Очевидно, х*“ЕР,, р. Из равенства 

AX ge 
— тж Ах 

вытекает, что 

| Ах*] 
{ 
тв Ах г _ И Ах“ | Ах* — Ах* 
| || Ах*| Axt 1 (Ax*) _ ° 

1 (Ax*)    
Итак, х” является неподвижной точкой оператора A. 

Лемма доказана. 

4. Шаудеровский оператор проектирования на конечно- 
мерное подпространство. Пусть Е — компактное множество 
в банаховом пространстве Е. Пусть а — заданное положи- 
тельное число. Обозначим через у, у» ..., у, конечную 
a 

> -сеть множества Е; это значит, что для любого уЕР най- 

дется по крайней мере один такой элемент у,, что 
0 

[У—у,|< 5.
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Определим на Р оператор Р’ равенством 

DH, DY, 
Py= = = 9 (4.42) 

Ув, (5) 
iz] 

rae 

a 

5 — [У— У, если lly—yill< 
в; (У) = 

0, если [ly — [> a
e
 

i
 

Непрерывность оператора Р очевидна. Оператор Р преобра- 
зует каждый элемент уСР в элемент выпуклой оболочки 

тех точек -сети у, У, ..., Ун множества Р, до которых 

расстояния от у меньше 5. Поэтому 

|Ру—у| <= WEP). (4.43) 

Нетрудно видеть, что оператор Р проектирует Е на ко- 
нечномерное подпространство — линейную оболочку точек 

Ух У», .. > Va: 

5. Лемма о неподвижной точке вполне ‘непрерывного 
оператора. 

Лемма 4.5. Пусть вполне непрерывный оператор А 
положителен на множестве таких элементов хЕК, что 
г<|х|< К. Пусть 

VY, если ХЕК, ||х| г, 

дк если ХЕК, |х|=Ю 

где |9 << К< |щ |. 
Тогда оператор А имеет по крайней мере одну не- 

подвижную точку. 
Доказательство. Допустим, что оператор А не имеет 

неподвижных точек. Тогда 

inf |x — Ax|| > 0. 
ЖЕК, г < [х| < А
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Если бы последнее неравенство не имело места, то на- 
шлась бы такая последовательность х,ЕК, г«|х. |< К, 
что 

Нт |х,— Ах, || = 0. 
п>о 

Так как А вполне непрерывен, то без ограничения общности 
можно считать, что последовательность Ах, сходится по 
норме. Элементы 

х,=(х,— Ах,) | Ах, (n==1, 2,...) 

сходятся к тому же пределу х*. Тогда х“ = Ах*, что про- 
тиворечит предположению. 

Итак, найдется такое &`> 0, что 

|x— Axl] >a (KEK, r<lixll<R). 

При этом без ограничения общности можно считать, что 

о г— [9%], а< |1 | — К. 

Рассмотрим оператор (4.42), построенный по некоторой 
a x 

Через Е„ обозначим конечномерное подпространство, на кото- 
рое оператор Р проектирует ЁР; пусть К„=К П Е„ (К „ является 

а 
невырожденным конусом, Так как все точки о Сети множе- 

сети множества Р элементов Ах, где хЕКиг< |х| <РЮ. 

ства Р принадлежат как полпространству Е„, так и конусу К). 
Оператор А, =РА, рассматриваемый на К„ (точнее, на 

таких элементах ХЕК,, что г«|х|< Ю), удовлетворяет 
условиям леммы 4.4 и имеет поэтому неподвижную точку х” 

PAx* = x". 

С другой стороны, в силу (4.43) 

|РАх*— х"| > |Ах* — х*| — [Ах* — РАх"| > 5, 

Мы пришли к противоречию. 
Лемма доказана.
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$ 4. Неподвижные точки операторов, 
растягивающих конус 

1. Растяжение конуса. Положительный оператор А 
— 0) назовем растяжением конуса К, если найдутся 

такие г, А > 0, что при всех е> 0 
    

x>(lte)x (KEK, [х|<г, х-® (4.44) 

Ax < x (ХЕК, |х|> 8). (4.45) 

Теорема 4.14. Пусть положительный вполне непре- 
ывный оператор А является растяжением конуса. 

Тогда оператор А имеет на К по крайней мере одну 
ченулевую неподвижную точку. 

Токазательство. Будем считать, что А > 1. Положим 

  

2 || x I|— Ат). если 5<[х|<,, 

Ах, если г«|х|< В, 

Их — 
Ах={ К А (тат “)+(lel “ (4.46) 

если Ю«|х|< 

xl} ЮЗ — | 
RRR AT не в 

| — если № «]х|<В   
-де A, — некоторый фиксированный ненулевой элемент из К, 
довлетворяющий неравенству 

ho || > R38 + R? Su Ау!]. 
ol RoR R | + veri cr! vt] 

Оператор А очевидным образом вполне непрерывен и 
’довлетворяет условиям леммы 4.0. Пусть х“ — неподвижная 

“очка оператора А. Доказательство теоремы будет завер- 
пено, если мы покажем, что 

г<] < К
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Очевидно, ||х”| >>: Допустим, что ||х“|| «г. Тогда 

а 2 . 
Это значит, что элемент 

« FF x 

У — 
удовлетворяет равенству 

#__ г— | х* | ) * 

Ay =(1 + oer) 

которое противоречит (4.44). 
Допустим, что Ю < ||х*|| < Е?. Тогда 

    

х* — ani | А (т x*) +-(|[x*I|— R) ho 

откуда вытекает неравенство 

Aa) <p Ii "Tl 1х" | 

  

которое противоречит условию (4.45). 
Допустим, наконец, что А? < |х“*||< АЗ. Тогда 

v= x" Il Ree А( R 
R R3 — Нх* | x*) + (R° -— R) Йо, 

1 * Их Юз —|х* R 4. 
[|< ав 1х \| + = ee a A( ) |< 

еек А( тет >) 
что противоречит (4.47). 

Итак, г<|х“||< РА. Поэтому Ах* = Ах* = x’. 
Теорема доказана. 
Теорема 4.15. Пусть пространство Е слабо полно, 

единичный шар слабо компактен, конус К допускает 
оштукатуривание. Пусть слабо непрерывный оператор А 
является растяжением конуса, 

откуда 

     

    

  

    

|,
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Тогда оператор А имеет на К по крайней мере одну 
чеподвижную точку. 

Доказательство этой теоремы предоставляем читателю. 
)тметим Только, что вместо оператора (4.46) следует рас- 
смотреть оператор 

  | EK Al ais xl, если 5 < Их) <, 

Ах, если г</(х) < В, 

Lay __ и А ча х| 1 (%) — Е и 
(4.47) 

если < (х) < 

1(х) Ю—[ О 
р Rs — Altay * в — ЮР), 

[ если < Их)< В 

    
je [(х) — некоторый линейный равномерно положительный 
'ункционал такой, что при всех => 0 

x>(ite)x (ЕК, I(x)<nr) (4.48) 

Ax <x (xEK, 1[(х)> В). (4.49) 

2. Использование мажорант и минорант. Проверка 
условий (4.44) и (4.45) или (4.48) и (4.49) часто упрощается, 

если использовать мажоранты А” и миноранты А’ опера- 
тора А. Нетрудно видеть, что для выполнения условия 
(4.44) или, аналогично, условия (4.48) достаточно выполне- 
ния соотношений 

"х>а-х  (хЕК, 1х|</). — (4.50) 
Для выполнения условия (4.45) (аналогично (4.49)) доста- 
‘точно, чтобы какая-либо миноранта удовлетворяла соотно- 
‚ шениям 

Ах<х (ЕК, хп. (4.51) 

В качестве мажорант и минорант могут выбираться более 
простые операторы (например, линейные), после чего про- 
верка условий (4.50) и (4.51) становится несложной.
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Отметим, что условия (4.44) и (4.45) можно заменить, 
как это видно из доказательств, менее ограничительными и 
просто формулируемыми: вместо (4.44) можно предполо- 
жить, что Ах ++ (1 е)х, а вместо (4.45), — что для неко- 
торого ЖЕК при «>ОихЕК (|х|< Г) выполняются 
неравенства х -= Ах |-ой,. Однако переход к новым усло- 
виям пеудобен, так как при применении мажорант и мино- 
рант удобнее проверять более грубые соотношения (4.44) и 
(4.45). Все сказазвное относится и к условиям (4.50) и 
(4.51). | 

3. Использование производных. Условия типа (4.44) и 
(4.45), как нам уже известно, просто проверяются для 
линейных операторов (см. гл. 2, 655, п. 4) и для операто- 
ров, близких к линейным (см. гл. 3, & Зи 4). Укажем 
теорему, в которой условия существования положительных 
решений формулируются в терминах свойств операторов 
А’ (9) и А’ (©5). 

Будем предполагать, что рассматриваемый положитель- 
ный оператор А имеет сильную производную Фреше А” (8) 
по конусу и сильную асимптотическую производную А’ (55) 
по конусу. Оператор А будем предполагать либо вполне 
непрерывным, либо слабо непрерывным, причем в послед- 
нем случае, как обычно, будем считать пространство Е слабо 
полным и слабо компактным, а конус К — оштукатури- 
ваемым. 

Теорема 4.16. Пусть оператор А’(9) не имеет 
позитивных собственных значений, превосходящих или 
равных !. Пусть оператор А’(со) имеет собственный 
вектор gy EK: 

A’ (00) во = ЛВ, (4.59) 

20€ ho > 1 u A’(cO) не имеет позитивных собственных 
значений, равных 1. 

Тогда оператор А имеет на К по крайней мере одну 
неподвижную ненулевую точку. 

Доказательство. Рассуждения проводятся аналогично 
‚ как для случая вполне непрерывного, так и для случая 
слабо непрерывного оператора А. 

Ограничимся рассмотрением слабо непрерывного опе- 
‚ ратора.
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Рассмотрим такую последовательность операторов А»: 

  

   

      

[2nl (x) — 1] Al as (x) х| 

1 1 ° 
если << -, 

Ах, если + <l(*) <a, 

A, x= [ = 
п | с Al zt Tw |+ / (х) __ п]? 2% (4.53) 

если П%Е(х) < 

1(х) пз— Е (х) 

п 3 — Al rey ав, 

| если 1? < (х) <", 

где [(х) — линейный равномерно положительный функцио- 

нал: [(х)2а|х! при хЕК. В силу леммы 4.3 каждый 
из этих операторов имеет неподвижную точку х,. Для 
завершения доказательства достаточно показать, что при 
больших п выполняются перавенства 

1 <Их,) < п 

Мы покажем, что невыполнение этих неравенств приводит 
к противоречию. 

Проводимые ниже рассуждения аналогичны доказатель- 
ству теоремы 4.11. 

Предположим, что для некоторой последовательности 
индексов п, выполняются неравенства 

1 1 
‘ Эт: < ("< (i=l, 2, ...)» 

  

Тогда 

хи; == [214 (хп) — А rats | 
то есть 

„аду  (=1,2,...). (4.54) 
где 

Kn; __ 2njl (*nj) ~ l у; ~ al (Fn) oS nil (Xnj) < 

[1 Зак. 2918 М. А. Красносельский
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Без ограничения общности можно считать, что числа а, 

сходятся к некоторому пределу а, С [0, 1], а элементы 

  

У: 

Г (Ур 
сходятся слабо к некоторому элементу Up, который | отличен 

от 9, так как /(9,) ==1. Тогда и элементы А’ (9) ——— Toy 5 схо- 

дятся слабо к А’(9)ч,. `Перепишем равенства (4.54) в виде 

У _. Ayi— A’ (8) i _ , , 
[ (У — ; [ (УЛ +- (a, Ap) A (9) ——* ity jt % A (6) 4 Uy) 

и перейдем к слабому пределу при {> со. В правой части 
первые два слагаемых стремятся к нулю по норме. Таким 
образом, 

—_ / Up == AA’ (8) yp. 

Последнее равенство противоречит предположению, что А’ (0) 
не имеет позитивных собственных значений, превосходящих 
или равных [. 

Предположим, что для некоторой последовательности 
индексов п, выполняются неравенства 

< Цх)<т (= 0,...). 

  

    

  

Тогда 

Пт __ NiXp, М (хи) — п]? 

т) > Tes | Tay 80 
TO есть 

у, = Ay; + 8,1 (y) 2 (i= 1, 2,...), (4.55) 
где 

NiXn, -Q Г(у) —1 (Ау) 1 

тои) <= Кута) < 
Без ограничения общности можно считать, что последова- 

тельность 

  

ic слабо сходится к некоторому элементу io 

который отличен от нуля; последовательность А’ (50) —=—- io 
i 

при’этом слабо сходится к A’ (cc) a>. Последовательность В; 
Также будем считать сходящейся к некоторому числу Bo. 
Равенства (4.55) перелишем в виде 

  У __ Ау; — A’ (SO) Yt tA’ (co 00) 

L(y) L(y) i) во
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и перейдем к слабому пределу при {->о0. Предельное 
равенство имеет вид 

и, = A’ (00) и -- В 2. (4.56) 

Здесь В положительно, так как в противном случае 1 
является собственным позитивным значением оператора А’ (со). 

Пусть 122 ий > 18, при Ё >В. В силу (4.56) 

и, > А’ (59) (fy Bo) + BoB’ > (ов -Н Во) So» 

что противоречит максимальности (. 
Предположим, наконец, что для некоторой последова- 

тельности индексов п; выполняются неравенства 

т < (х) < т (1=1,2,...). 

Тогда 
ух. | (nr № 

Ап; — п (Хп;) A) п; | +e n;) 5. (4.57) 
    

    

1(Хп;) ns — п: 1(Хп;) 1 (Хи; 

ИЛИ 

у; == Ау 3 (У) 80 ((=1,2,...), 
где | 

3 
ПА п; п—1(Хв,) 

У: 1 (£n,) Ti Ши 

и 

(n; — ni) (n;—n (n; — ni)’ == 2 > -—. (4.58 
1(Хп;) air i! Xn, || “Weil ny ( ) 

Из (4.57) вытекает, что 

м тв 1 1 SG) he оу 51} <     

1 | Ду; — А* (©) У Илл < а+ += ||A’ (co)|   

all yiil 
то есть 

зир 5, < оо, 
1=1,2,... 

что противоречит (4.58). 
Теорема доказана. 
4. Существование многих решений. В приведенных 

выще теоремах об операторах, являющихся сжатиями или 
растяжениями конуса, ограничения накладывались на характер 

11*
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- значений Ах на элементах хХЕК с достаточно малой и 
достаточно большой нормой. Из доказательств видно, что 
эти ограничения можно было бы накладывать на значения 
опграторов на элементах с фиксированной нормой. 

Пусть, например, положительный вполне непрерывный 

‚оператор А удовлетворяет условиям 

Ax<x  (x€K, |x|] =R) (4.59) 

x>S(i4+e)x (xEK, |х|=А*, в>0). (4.60) 
Тогда при Ю < А* из теоремы об операторах, сжимающих 
конус, будет вытекать существование такой неподвижной 

точки х* у оператора А, что 

к< |< К. 
При ЮР это же утверждение будет вытекать из теоремы 
об операторах, растягивающих конус. 

Нетрудно видеть, что соотношения (4.59) и (4.60) не 
могут быть одновременно выполнены при R= R*. 

| Если есть две перемежающиеся последовательности А’, 
К, —> со, обладающие тем свойством, что 

Ax<x  (x€K, |x| =R, a=1, 2...) 

х>а-эх (хЕК, |х|=А”, #>0, п= 1,2, ...), 

то оператор А будет иметь счетное число различных непо- 
движных точек. 

Мы не останавливаемся на формулировке соответствую- 
‚ших утверждений для слабо непрерывных операторов, так 
как они очевидны,



ГЛАВА 5 

НЕПРЕРЫВНЫЕ ВЕТВИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 

В этой главе рассматривается вопрос о ноложительных 
решениях уравнений с операторами, зависящими от параметра. 
Простейшие теоремы существования вытекают из результатов 
предыдущей главы. 

Изучаются геометрические характеристики совокупности 
всех решений, соответствующих различным значениям пара- 
метра. ` 

В некоторых случаях не удается указать те значения 
параметра, при которых изучаемое уравнение имеет поло- 
жительное решение; для этих случаев указываются признаки 
существования решений при некоторых, заранее неизвестных, 
значениях параметра. Соответствующие теоремы основаны 
на топологических соображениях; доказательства вынесены 
в отдельный параграф, на который не опираются построения 

следующих глав. 

\ 

$ 1. Положительные решения уравяений с параметром 

1. Описание изучаемых уравнений. Пусть в простран- 
стве Е с конусом К определен зависящий от параметра в 
нелинейный оператор А(х; в). Предполагается, что + — это 
числовой параметр (многие утверждения сохраняют силу и 
для нечисловых параметров). При каждом фиксированном 4p. 
оператор А(х; в) определен и положителен на всем К. 

Рассмотрим уравнение 

х =А(х; »). (5.1) 

Его положительные решения будем обозначать yepes x (1p). 
Допустим, 4To x(t) He только существует при значе- 

ниях 2 Из некоторого промежутка, но и единственно.
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Естественно ожидать, что в случае достаточно гладких опера- 
торов А(х; в) вектор-функция х(ь) непрерывна. Такая 
непрерывная зависимость действительно имеет место. Если 
единственности нет, то совокупность всех решений уже 
не является непрерывней кривой в пространстве Е; однако 
мпогие свойства непрерывной кривой сохраняются. 

Во всей главе мы в основном ограничиваемся рассмотре- 
нием уравнений с вполне непрерывными операторами. При 
этом оператор А(х; №), зависящий от параметра в, назы- 
вается вполне непрерывным, если он непрерывен по сово- 
купности переменных и если множество его значений ком- 
пактно, когда х пробегает любое ограниченное множество, 
а  — произвольный конечный промежуток. 

2. Существование решений. Предположим, что вполне 
непрерывный при каждом Е») положительный оператор А 
имеет сильную асимптотическую производную А” (сс5; 1»). 
Допустим, что операторы А’ (со; в) (&Е3\) не имеют по- 
зитивных собственных значений, которые превосходят или 
равны |. Тогда из теорем предыдущей главы вытекает, что 
уравнение (5.1) имеет в конусе К по крайней мере одно 
решение при всех № Pe. 

Исследование усложняется, если А(6; р) =0 и речь идет 
о ненулевых решениях. 

Предположим дополнительно, что оператор А(х; в) 
имеет сильные производные Фреше А’ (6; |) и асимптоти- 
ческую производную А’ (со; 14) специального вида 

А' (9; №) = А’ (9), А’ (55; №) == А’ (©5). (5.2) 

Теорема 5.1. //усть А(0; в) =0. Пусть каждый из 
операторов А’(0) и А’ (со) имеет в конусе К единствен- 
ный собственный вектор 

co 

a A’ (0) Ny = Лоо: А’ (00) & —= Ло. (5.3) 

Тогда уравнение (5.1) при 

1 1 
yy 5.4 

Г C ( hy i) . (9.4) 

имеет в К по крайней мере одно ненулевое решение. 
Доказательство заключается в непосредственной 

проверке условий теорем предыдущей главы.
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Заметим, что теорема 5.1 сохраняет силу, если один из 
операторов (5.2) не имеет позитивных собственных значе- 
ний. В этом случае одну из границ интервала (5.4) нужно 
считать равной -- со. 

| Предположение о дифференцируемости оператора А (х; в) 
можно заменить предположением о существовании соответ- 
ствующих мажорант и минорант. Из теорем 4.12 и 4.14 и 

‚ из теорем о несовместных неравенствах для линейных опера- 
торов (гл.2, 85, п. 4) вытекает, например, следующее утвер- 
ждение: 

Теорема 65.2. Пусть А(0; в) =0. Пусть положи- 
тельный вполне непрерывный оператор А(х; в) при доста- 

точно малых х имеет на К линейную миноранту, а при 
достаточно больших х — линейную мажоранту, то есть 
пусть выполнены следующие условия: 

А(х; > ьА- (0)х (ЕК, [х|<г(@)) (5.5) < 

A(x; p)<pA,(co)x  (хЕК, |х|>Ю()) (5.6) 

где А_ (0) и А, (<°) — линейные положительные опера- 
торы. Пусть существуют такие ненулевые элементы 
и, ЕК, что оператор А_ (8) и -ограничен снизу и 

A_ (9) by > Apts (5.7) 

a onepamop A, (20) Up-O2panuten cBepxy tu 

A, (20) Uy Shop. (5.8) 

Тогда при № > Хи 

1 1 
es ee. (5.4) ве, т.) 

уравнение (5.1) имеет в К по крайней мере одно ненуле- 
вое решение. 

Теорема 5.3. Пусть А(0; в) ==0. Пусть вполне не- 
прерывный оператор А(х; в) удовлетворяет условиям 

А(х; №) А. (9)х (KEK, ||х|<г()) (5.9) 

A(x; p)>pA_(co)x  (хЕК, |х|>Ю(@)), (5.10) 

где А. (9) и А_ (50) — линейные операторы, первый из 
которых ц)-ограничен сверху, а второй х-ограничен
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снизу, причем 
А. (0) % < ХАщ (5.11) 

и 
A_ (©0) Up > hoodo- (5.12) 

To2da npu hy <ho U 

1 1 
ВЕ =) (5.4) 

уравнение (5.1) имеет в К по крайней мере одно ненуле- 
вое решение. 

Принадлежность |. интервалу (5.4) является, конечно, 
лишь достаточным условием существования положительного 
решения у уравнения (5.1). Отметим, что величина про- 
межутка (5.4) зависит от того, какие построены линейные 
миноранты и мажоранты и от того, насколько удачно 
выбраны элементы 1 и %.. 

8. Непрерывная ветвь решений. Сделаем вначале про- 
стые замечания. 

Пусть оператор А(х; в) вполне непрерывен. Допустим, 
что х (№„) — ограниченная последовательность решений урав- 
нения (5.1), соответствующая сходящейся последовательности 
значений параметра №„, и„->щ. Без ограничения общности 
можно считать (в противном случае мы перешли бы к под- 
последовательности), что последовательность А [х (№„); №„] схо- 
дится но норме к некоторому элементу %. Из равенств 

Хх (р) = А[ х (и); м}  М=Ь 2, ...) 

вытекает, что х(ь„) сходится к Хи 

Xo == A(X, po). 

Таким образом, уравнение (5.1) разрешимо и при p= po. 
Множество всех решений уравнения (5.1), соответствую- 

щих каждому фиксированному значению № @ 3%, замкнуто. 
Предоставляем показать это читателю. 

Допустим, что уравнение (5.1) при каждом № @ 5% имеет 
единственное решение в некотором шаре. Тогда это реше- 
ние х (и) является непрерывной функцией от в, то есть об- 
разует непрерывную кривую ЖЖ в нространстве Е. Значе- 
HME & можно рассматривать как функционал, определенный
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на точках ХЕ; этот функционал непрерывен. Оба утверж- 
дения вытекают из проведенных выше рассуждений. 

Допустим теперь, что о единственности решений уравне- 
ния (5.1) ничего не известно. 

Будем говорить, что множество ЖеЕ образует непре- 
рывную ветвь, связывающую ограниченное замкнутое мно- 
жество РСЕ с множеством Р.,сЕ, если непусто пересе- 
чение множества %Ж с границей Г любой ограниченной 
области @, содержащей Р и не имеющей общих точек с Р.. 

Обозначим через Х, множество всех решений х (р) ЕК 
уравнения (5.1) при данном фиксированном значении Bp. 
Каждое Х, замкнуто, если оператор А(х; №) непрерывен 
по х. Если А(х; в) вполне непрерывен, то каждое MHO- 
жество А, локально компактно. 

Лемма 5.1. Густь выполнены условия одной из тео- 
рем 5.1, 5.2 или 5.3 # 

ВЕ (5; te) 6.9 
Тогда 

а (р) <] х (|< 5)  СФЕХ,, (5.13) 

где @(}.), b(p) > 0. 
Доказательство. Допустим, что выполнены условия 

теоремы 5.1, и предположим, что утверждение леммы не- 
верно. Тогда найдется такая последовательность х„ЕХ,, 
что либо |х„|-—0, либо |х„|- со. Пусть |х„||->0. Тогда 
равенства 

Хх, =А(х,; в) 

перепишем в виде 

  

Xn A(Xai pw) — pA’ (8) xp НА” (0) —^"_, (5.14) 
all Их» | ll all” 

Без ограничения общности можно считать, что последова- 
x 

TeabHocT pA’ (0) —4 
ll Xv ll 

менту #. Из равенств (5.14) вытекает, что последователь- 

  

сходится по норме к некоторому эле- 

x 
HOCTb Tx, 1 также сходится к и, причем |lall—=1 u 

п 

Uy == A’ (9) up. 

SHauut, U==hy u p=, что противоречит (5.4). Если 
0
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предположить, что |х,„|->оо, то рассуждения аналогичны 
(нужно лишь в формулах (5.14) заменить А’ (0) через А” (со)). 

Если выполнены условия теоремы 5.2 или теоремы 5.3, 
то лемма вытекает из теорем 2.17 и 2.18. 

Пусть, например, выполнены условия теоремы 5.2. Пред- 
положим, что % ЕЛ, и ||Х || < г(»). Тогда из (5.5) выте- 
кает, что 

pA_ (8) x) C A(X; p) = Xo, 

и в силу теоремы 2.17 

1 

7 
что противоречит (5.4). 

Лемма доказана. 
Теорема 95.4. /Густь вполне непрерывный onepa- 

тор А(х; в) удовлетворяет условиям теоремы 5.1 и 

  

  

1 1\ 
[py vale (q—: i) (5.15) 

причем 

п со МООА’ о 
ХЕК, 1х1 -> 0 вв, в] +l 

й 

lim Sup || A (x; в) —вА’ (со) х| —0. 

KEK NX> oo р [ра pal Их 

Тогда множество % всех решений уравнения (5.1), 
соответствующих значениям в [в, в], образует непре- 
рывную ветвь, связывающую множества Х,, и X,,. 

Доказательство этой теоремы будет дано в следующем 
параграфе. 

Пусть выполнены условия теоремы 9.4 и пусть 

№ (р, №2). (5.16) 

Обозначим через Ж\ множество решений уравнения (5.1), 
соответствующих значениям р Е [1, №), а через %, — мно- 
жество решений, соответствующих значениям №6 (№, №]. Из 
теоремы 5.4 вытекает еще одна важная характеристика мно- 
жества %) — пересечение замыканий множества %, и %,
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непусто: —_ 

NNR, + 0. (5.17) 
Доказательство этого факта проще всего провести от про-_ 

тивного. Допустим, что RAN, пусто; тогда компактные 

множества %, и Ж\ %, не имеют общих точек и их можно 
разделить непересекающимися ограниченными окрестностями 
G, nu G,: 

RcG, R\RcG, G,nG,—0. 

Но тогда пусто пересечение границы Г области ©, с мно- 
жеством %, что противоречит теореме 5.4. 

4. Существование собственных векторов. Наиболее 
часто приходится встречаться с уравнениями (5.1) вида 

x = Ах, (5.18) 

которое нам удобно записывать в виде 

Ах = Ах. (5.19) 

Ненулевое решение уравнения (5.18) или, что то же, урав- 
нения (5.19) приняго называть собственным вектором 
оператора А. Соответствующее значение параметра Х назы- 
вают собственным значением, совокупность собственных 
значений называют спектром оператора А. Все указанные 
термины аналогичны соответствующим понятиям теории Ли- 
нейных операторов. 

Как известно, собственные векторы играют важную 
(во многих задачах решающую) роль в теории линейных 
операторов. В теории нелинейных операторов роль собствен- 
ных векторов более скромная — это всего лишь ненулевые 
решения. В теории нелинейных операторов нет, естественно, 
принципа суперпозиции; собственный вектор, умноженный на 
некоторое число, уже не является, как правило, собствен- 
ным вектором. 

Теорема 5.5. Пусть Г — граница открытого ограни- 
ченного множества BCE, внутренней точкой которого 
является 0. Пусть на ГПК определен положительный 
вполне непрерывный оператор А, причем 

inf || Ax||> 0. (5.20) 

ХЕГ[]К
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Тогда оператор А имеет на ГПК по крайней мере 
один собственный вектор ху; 

Ах, = Ах, 

которому соответствует положительное собственное 

значение i. 

Полное доказательство этой теоремы вынесено в следую- 

щий параграф. Здесь мы рассмотрим лишь простейший слу- 
чай, когда Г — это сфера || х||=г. В этом случае определим 

— 

на пересечении Т конуса К с шаром ||х||<.г оператор А 

равенством 

ГИ г (т х)— (1х) 

isu (ет) фена 

„де и — некоторый фиксированный непулевой элемент из К. 

Оператор А очевидным образом вполне непрерывен и пре- 
бразует Т в себя. В силу принципа Шаудера найдется 

точка х*ЕТ такая, что Ах"-== х*. Так как норма всех зна- 

чений оператора А равна г, то || х*|| = г. Поэтому из Ах“ = х* 
вытекает, что 

  (ХЕ Г), 

    

| Ах* Ах" — 1 : | xt 
- 

‘Го есть х” является собственным вектором оператора A. 
° Условие (1.20) существенно: если оно не выполнено, то 
даже линейный положительный вполне непрерывный оператор 
‚может не иметь собственных векторов в конусе (см. гл. 2). 

5. Непрерывные ветви собственных векторов. Будем 
‘говорить, что положительные собственные вектсры опера- 
‘тора А образуют непрерывную ветвь длины г, если сово- 
‚купность %Ж всех собственных векторов, лежащих в конусе, 
‘имеет непустое пересечение с границей Г каждого открытого 
‘множества, содержащего @ и содержащегося вместе со своим 
`‘замыканием в шаре 1х|| < г. 

Из теоремы 5.5 вытекает, что положительные собствен- 
ные векторы положительного оператора А образуют не- 
прерывную ветвь некоторой длины г, если А вполне 
непрерывен и удовлетворяет условию Аб -=0. Для доказа- 
тельства достаточно выбрать г так, что из ||х| < г (хЕК)
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вытекает неравенство 

|| Ax — 40 |< 140 | — ®, 
где в — некоторое фиксироваиное положительное число. 
Тогда для границы Г любой области, лежащей в шаре 
радиуса г, будет выполнено условие (1.20): 

[Ах|| >> 146 |-—|Ах — 495% (wel). 

Если у оператора А есть собственные векторы, принад- 
лежащие конусу, на границе Г любой ограниченной области, 
содержащей 6, то будем говорить, что эти собственные векторы 
образуют непрерывную ветвь длины со. В $ 3 будут при- 
ведены примеры операторов, для которых из теоремы 05.5. 
вытекает существование таких пепрерывных ветвей собствен- 
ных векторов. 

Наконец, будем говорить, что множество \Ж собственных 
векторов образуют непрерывную ветвь в шаровом слое 
г<|х||< А, если непусто пересечение % с границей Г 
любой области (@, содержащей шар ||х|| <ги содержащейся 

в шаре |х| < А. 
6. Собственные векторы слабо непрерывных операто- 

ров. Теорема 5.5 в полной форме на слабо непрерывные 
операторы не обобщается, но на множествах ГПК простой 
природы (слабо замкнутых) существование собственных век- 
торов устанавливается при естественных предположениях без 
труда, причем условие (5.20) оказывается лишним. 

Пусть, как обычно, Е слабо полно, единичный шар в Е 
слабо компактен, конус К допускает оштукатуривание. Обо- 
значим через [(х) линейный равномерно положительный на К 
функционал. Пусть положительный оператор А слабо непре- 
рывен. Тогда оператор А имеет по крайней мере один 
собственный вектор на пересечении Т, конуса К с каждой 

гиперплоскостью 1(х)=а (а>0). Для доказательства 

достаточно рассмотреть на Г, оператор А: 

~ a(x + Ах) 
х= То). Ах — ах (1 

Этот оператор слабо непрерывен и преобразует Т„ в себя. 
Его неподвижная точка, существующая в силу принципа 
Тихонова, будет собственным вектором оператора А.
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$ 2. Некоторые топологические теоремы 

1. Степень отображения. Построения настоящего пара- 
графа основаны на топологических понятиях. Недостаток места 
вынуждает нас ограничиться весьма конспективным изложением. 
Для понимания этого параграфа нужно знать лишь основ- 
ные факты комбинаторной топологии: симплекс, симпли- 
циальное разбиение полиэдра, симплициальное отображение, 
ориентация и т. д. 

Для детального озпакомления с основными понятиями 
комбинаторной топологии читатель может обратиться к кни- 
гам П. С. Александрова [1] и Л. С. Понтрягина [1]. Теория 
вполне иепрерывных векторных полей изложена в книге 
М. А. Красносельского [5]. 

Пусть Е — конечномерное пространство, в котором вы- 
брана некоторая ориентация. Допустим, что граница Г не- 
которой ограниченной области ©) допускает триангуляцию. 

Пусть Р(х) — симплициальное отображение полиэлра Г 
на едипичную сферу $(]х|=1). Это значит, что Гиз 
триангулированы и непрерывное отображение РГ переволит 
аффинно каждый симплекс разбиения Г в некоторый симп- 
лекс разбиения сферы 5. 

Выберем в разбиении сферы $ некоторый фиксированный 
симплекс ». Обозначим через Ё количество тех симплексов 
разбиения Г, которые преобразованием Ё переводятся в симп- 
лекс » с сохранением ориентации. Аналогично через $ обо- 
значим количество тех симплексов, которые переходят в » 
с изменением ориентации на противоположную. Число 

]=#— $ 

‚называется степенью симплициального отображения Е 

(
ж
е
 

‘границы Г области @ на сферу $. Это число, как оказы- 
вается, не зависит от выбора симплекса » в разбиении сферы 5. 

— Пусть теперь Р (х) — произвольное непрерывное отобра- 
‚ жение Г на 5. Оказывается, что по любому е> 0 можно 
‚построить симплициальные отображения Р, (х) полиэдра Г на 5 
такие, что 

ИА. (х)— Р(х)| <: (хЕР).- 

При этом степени всех симплициальных отображений F, (x) 
при достаточно малых з одинаковы. Обшую степень 7 всех 
отображений Р. называют степенью отображения Е гра- 
ницы Г области © на сферу $.
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-х. Два непрерывных отображения Ф(х) и Ф(х) границы Г 
на сферу $ называют гомотопными, если существует такая 
непрерывная функция Х(х; 6) (хХЕГ, 0О<Ё< |) со зпаче- 
ниями на $5, что 

Х (х; 0) =Ф(х), Х(х; 1) =Ч(х) (ХЕГ). 

Основное свойство степени отображения выражается тем 
фактом, что гомотопные отображения имеют одина- 
ковую степень. 

Имеет место и обратное утверждение (теорема Хопфа): 
если граница Г сильно связна, то из равенства степе- 
ней отображения вытекает их гомотопность. Эта тео- 
рема далее не используется. 

2. Вращение векторного поля. Предположим, что на Г 
задано векторное поле Р (х). Это значит, что каждой точке х 
поставлен в соответствие вектор Р(х) из этого же про- 
странства. Допустим, что поле Р(х) не имеет на Г нулевых 
векторов. Тогда вращением векторного поля Е(х) назы- 
вается стелень 1 отображения 

__ F(x) 

границы Г области © Ha единичную. сферу 5. 
Два векторных поля Ф(х) и Ф(х) называются гомотоп- 

ными, если существует такая вектор-функция Х (х; 2 
(хХЕГ, 0<#< 1), что 

Х (х; 0) =Ф(х), Xx; 1) = V(x) (x EP), 

которая не принимает нулевых значений. Вращения гомо- 
топных векторных полей одинаковы. 

Рассмотрим векторное поле Р(х), заданное на замкну- 
той области @-- РГ. Если Р (%)=0, то ху будем называть 
неподвижной точкой поля Е(х) (этот термин становится 
ясным, если считать, что Р(х) является полем сдвигов). 
Неподвижную точку ху назовем изолированной, если в неко- 
торой ее окрестности нет других неподвижных точек. Если 
Хх. — изолированная неподвижная точка, то вращение поля 
Е(х) на всех сферах |х — х‹|==р достаточно малого ра- 
диуса р будет одинаково. Это общее вращение 1 (ху) назо- 
вем индексом неподвижной точки Хх). 

Допустим, что поле F(x) He имеет нулевых векторов 
на Г, а в области © имеет конечное число изолированных
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неподвижных точек х;, х., ..., х,. Имеет место фунда- 
ментальное равенство 

УР = (хот (о +... т (хь, (5.21) 

где 1(Г) есть вращение векторного поля Е(х) на Г, а 
1(х;) -— индексы неподвижных точек Х.. 

До сих пор мы предполагали, что граница Г области ® 
обладает некоторыми специальными свойствами. Откажемся 
от этого предположения. Пусть на Г определено непрерыв- 
ное поле F(x) 6e€3 нулевых векторов. Это поле можно 
продолжить с сохранением непрерывности на область @ таким 
образом, что у продолжепного поля будет лишь конечное 
число неподвижных Точек. Формулу (5.21) примем тогда за 
определение вращения 1 (Г) поля Е на Г. Оказывается, что 
определенное таким образом вращение не зависит от выбора 
продолжения поля Р на @. 

Вращение векторного поля на произвольной границе Г 
обладает такими же свойствами, которые были указаны 
выше для случая границ специального вида. В частности, 
гомотопные поля имеют одинаковое вращение. 

Из формулы (5.21) вытекает, что 1(Г)=0, если поле 
Е может быть продолжено на @® без нулевых векторов. Если 
область © связана, то имеет место и обратное утверждение: 
none Е(х) с нулевым вращением может быть продол- 
жено на @® без нулевых векторов. 

Отметим в заключение еще одну формулу, обобщающую 
равенство (5.21). 

Пусть @,, ©,,..., ©,— взаимно непересекающиеся области, 
лежащие в ©); их границы обозначим соответственно через 
Г, Г.,..., Г». Допустим, что на ® --Г задано непрерывное 
векторное поле Р(х), все неподвижные точки которого ле- 
жат в областях @,(1=1,2,..., А). Тогда nome F(x) ne 
будет иметь нулевых векторов ни на Г, ни на границах 
Г,, Го, ..., Гь. Поэтому будут определены вращения т (Г) 
и 1(Г)(=1,2,..., №). Имеет место равенство 

(Г) = (Гот... ть. (5.22) 

Отметим, что вращение единичного поля Р(х)==х равно 
единице, если (Е ®. Вращение поля равно нулю, если можно 
указать такой вектор и, что направления всех векторов Р (х) 
отличны от направления цу.
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3. Доказательство теоремы 5.4 для конечномерного 
случая. В этом пункте мы рассмотрим положительные опе- 
раторы, удовлетворяющие более жестким ограничениям, чем 
те, которые были наложены в теореме 5.4. Ниже будет пока- 

зано, как из этого частного случая получить общий результат. 
Пусть А(х; в) — положительный непрерывный по сово- 

купности переменных оператор, определенный на конусе А 
в конечномерном пространстве Е. Будем считать, что Е 
является линейной оболочкой конуса К. Параметр 1 прини- 
мает значения из [т, М]. 

Лемма 5.2. Пусть выполнены условия 

A(x; p)== uy (KEK, |х[=г, вт, М]) (5.23) 

A(x; p)==%  (хЕК, [х|А, вет, М]) (5.24) 
где либо 

14| <<^<«|%], (5.25) 
либо 

щи, || < А, (5.26) 
Тогда множество KN всех решений х (р) уравнения 

х=А(х; в) (5.27) 

при в [т, М], лежащих в К и удовлетворяющих нера- 
венствам 

г < |х (2) < К, (5.28) 
образует непрерывную ветвь, связывающую множество Х’„, 
решений уравнения х=А(х; т) с множеством Хи ре- 
шений уравнения х = А(х; М). 

Доказательство. Обозначим через Ку такой конус, 
что каждая ненулевая точка конуса К является внутренней 
точкой конуса Ky. Конус К, можно построить, так как К 
допускает оштукатуривание, 

Пусть 2. — нормированный (|2. |= 1) внутренний элсмент 
конуса К. Определим на К, оператор Ах равенством 

А (х; в), если ХЕК, 
A, (x; ») = — .29 о(; в) Al |x| me К) + Вх (5.29) 

РРР] если хЕК, 
где {, — максимальное значение #, при котором (1—2 -- 
-+ ^хЕК. Непрерывность оператора А’ по совокупности 

[2 Зак 2918 М. А. Красносельский
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переменных очевидна. Оператор Аз(х; р) при всех значениях 
параметра |, не имеет неподвижных точек, лежащих вне К. 

Обозначим через ($ область, состоящую из внутренних то- 
чек конуса К,, удовлетворяющих неравенствам г < ||х|| < R. 
На границе Г этой области векторные поля 

Е (х; в) =х — A(X; в) (5.30) 
не имеют неподвижных точек при ь@[т, М]. Следовательно, 
поля F(x; p) гомотопны и имеют одинаковое вращение 1 
на Г. Из элементарных соображений (см. М. А. Красносель- 
ский [5] ) следует, что это вращение 1 равно 1, если вы- 
полнено условие (5.26), и 1—=— 1, если выполнено усло- 
вие (5.25). 

Допустим, что множество Ж не образует непрерывной 
ветви, связывающей Х„ с Хм. Тогда можно указать огра- 
ниченную область (@), < (©, которая содержит Хи и не имеет 
общих точек с Хм, такую, что на ее границе Г, уравнения 
х =А(х, в) не имеют решений при &Е[т, М]. 

Векторные поля (5.30), рассматриваемые на Г, при раз- 
личных |1, гомотопны друг другу. Вращения тих полей 
равны нулю, так как поле Р(х; М) не имеет на ®, |- Г, ну- 
левых векторов. Из равенства (5.22) вытекает тогда, что вра- 
щение поля Р(х; т) на Г также равно нулю. Мы пришли 
к противоречию. 

Лемма доказана. 
4. Завершение доказательства теоремы 56.4. Пусть 

выполнены условия теоремы 5.1. Это значит, в частности, 
что оператор А(х; в) (А(0; ь) =й) имеет сильную произ- 
водную Фреше и сильную асимптотическую по конусу вида 
(5.2): 

A’ (6; 1) = pA’ (9), A’ (co; №) = pA’ (00), (5.2) 

причем каждый из операторов А”(9) и А” (05) в конусе К 
имеет единственный (с точностью до нормы) собственный 
вектор 

А’ (8) А, = Юй, A’ (00) £9 = hook: (5.3) 
Пусть 

1 1 
[Pr Pol = (5- =). (5.15) 

Покажем, что множество *\ всех решений уравнения 

x= A(x; |), (5.1)
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соответствующих значениям 1 C[p), Po], образует непрерыв- 
ную ветвь, связывающую множества Х», и Х,, решений, со- 
ответственно уравнений 

xX == A(X; py) 
и 

X= A(X; py). 

Для определенности будем считать, что № > А» 
Доказательство будет вестись от противного. Первый 

этап доказательства состоит из построения оператора А (х; 1), 
обладающего, с одной стороны, тем свойством, что реше- 
ния уравнения 

х=А(х; в) (5.31) 
при pwEl[p,, v) совпадают с решениями уравнения (5.1) и, 
с другой, что на элементах хЁЕК с большой и малой нор- 

мой значения оператора A(x; .) равны двум фиксированным 

элементам. Далее, по оператору A(x: vw) будет построен 

некоторый оператор РА(х; в), действующий в конечномер- 
ном пространстве и удовлетворяющий условиям леммы 5.2; 

оператор РА(х; yw) будет построен так, что решения урав- 
нения 

x == PA(x; в) 

не образуют непрерывной ветви. Полученное противоречие 
завершит доказательство теоремы 5.4. 

Эператор А(х; в) определим равенством, аналогичным 

  

   

  

  

etx Fe (“ACT в). ви 5 << 
A(x; в). если cynic! 

1 \2 

. НА (зву (121—585 
А(х; в) =\ 1 1 

ели —-< <] <->, 

von l— rill x. 1 1 \2 
r'|x|_— A(— > )+(4—=) 80, 

если 1 < <|х|< 
г =
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При достаточио малом г оператор A(x; vw) при всех 
Е [р, №5] имеет в конусе К лишь неподвижные точки, со- 
впадающие с неподвижными точками оператора А(х; №). 
Доказательство этого факта предоставляем читателю. 

Множество УЖ всех решений уравнения (5.31) при 
ис [щ, 21 компактно и ограничено: 

гр (Е 
Допустим, что это множество не образует непрерывной 
ветви, соединяющей множества Х,, и Х,.. Тогда найдется 

ограниченная область (© с границей РГ такая, что ЖПР=0, 
Хх“ и Х,П9=0. Из компактности Ж вытекает, что 

inf | ху > 0. 
xEN, yET 

Обозначим через Гу множество таких хСК, что 

og. 5 
в(х, Г) = 0х — ух. 

yer 

На множестве Гу уравиепие (5.31) mph pe [v,, №5] не имеет 
решений. Поэтому найдется такое «> 0, что 

[х — А(х; [> (KET) вЕШь, pol). (5.32) 
‚Действительно, если бы нашлась такая последовательность 

ХЕ То что |х„— А(х; р) |-> 0, где в, Е [р, №2}, то без 
ограничения общности можно было бы считать, что №) схо- 
дятся к некоторому числу (в", а элементы А (хп; в„) — к не- 
которому элементу х”"; тогда элементы х„ также сходились бы 

к х*и имело бы место равенство х" = А(х*; в”). 
Обозначим через Т, множество тех элементов из К, ко- 

торые не принадлежат (@ и нормы которых удовлетворяют 

неравенствам 5 <х|< + ‚ пусть 7,=KN(G@+4P). Bes 

ограничения общности можно считать, что & выбрано на- 
столько малым, чтобы выполнялись неравенства 

|x— A(x; pyll >a (x ET) (5.33) 

|x— A(x; po] >a (x ET). (5.34)



a 

§ 2] НЕКОТОРЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ 181 

Выберем в множестве всех значений оператора А(х; в) 

(x EK, 5<[х|< a we [u, в) конечную зу -сеть, со- 

1 
держащую элементы 8 и %= (= 

1\2 
72 —-) 2, И построим по 

a 
этой‘ > -CeTH шаудеровский оператор проектирования Р (см. 

формулу (4.42)). Тогда оператор РА(х: и) будет удовле- 
творять условиям леммы 5.2. 

В силу (5.33) все решения уравнения 

= PA(x; и) 

лежат в области ©. В силу (5.34) ни одно решение, урав- 
нения 

5 

x == PA(x; to) 

не лежит в @-Г Г. В силу (5.32) на Г нет решений урав- 

нения х —=РА(х; в) при в [4, 5]. Итак, решения уравне- 

ния х = РА (x; в) не образуют непрерывной ветви, что про- 
тиворечит лемме 5.2. 

Теорема 9.4 доказана. 
Можно установить аналоги теоремы 5.4 для случаев, когда 

выполнены условия теоремы 65.2 или теоремы 5.3. 
5. Доказательство теоремы 5.56 в конечномерном слу- 

чае. Пусть Г — граница открытого ограниченного множе- 
ства ©, внутренней точкой которого является нуль 0 ко- 
нечномерного пространства Е. Пусть К — конус в Е; без 
ограничения общности можно считать, что К телесен. Пусть 
на ГПА задан положительный непрерывный оператор А. 
Покажем, что на ГПК есть по крайней мере один соб- 
ственный вектор оператора А. 

Доказательство будем вести от противного. 
Если у А нет на ГПК собственных векторов, то, 

в частности, А не принимает на ГПК нулевых значений и 
поэтому 

min ||Ax||=8 > 0. 
eer Nx 

Обозначим через Т замкнутую выпуклую оболочку множе- 
ства А(ГПК). Множество Т, очевидно, не содержит точки 0.



182 НЕПРЕРЫВИЫЕ ВЕТВИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ [ГЛ. 5 

Пусть множество Т А-мерно. Проведем через Т А-мер- 
ную гиперплоскость Е, (не проходяшую, возможно, через 
точку 6) и введем в этой гиперплоскости систему координат 
2, №... вв. Тогда задание оператора А на ГПК эквива- 
лентно заданию на ГПК непрерывных функций &(х), 
f(x), ..., (Хх) — величин компонент векторов Ах в .pac- 
сматриваемой системе коорлинат. По теореме Урысона ка- 
ждую функцию &(х), &(х), ..., &(х) можно продолжить 
с сохранением непрерывности на замкнутую область @©-{ Г. 
Продолжение функций &(х), &(х),..., &(х) эквивалентно 
построению непрерывного продолжения А, оператора А на 
все 9--Г с множеством значений у оператора А; в гипер- 
плоскости ЁБ,. 

Пусть Уу— внутренняя точка множества Т. Обозначим 
через Р оператор, определенный на Е!, совпадающий с опе- 
ратором тождественного преобразования на ТГ и преобра- 
зуюший каждую точку УСТ (УЕ!) в точку пересечения 
границы множества Т с отрезком, соединяющим уи у. 
Оператор Р непрерывен и преобразует все E, ua T. 

Через А обозначим оператор РА,. Этот оператор опре- 
делен на всем (9-{-Г, совпадает с А на ГПК, причем 

АГ етТекК 

min Ах! 0. 
XEG4N 

Из предположения об отсутствии у оператора А соб- 

ственных векторов на ГПК вытекает, что оператор А не 
имеет на всей границе Г собственных векторов, которым 
соответствуют неотрицательные собственные значения. По- 
этому векторные поля 

P(x; p) = х— pAx 

не имеют на Г нулевых векторов при всех »p > 0. Это зна- 
чит, что все векторные поля Р(х; в) (20) гомотопны 
друг другу и имеют поэтому одинаковое вращение. 

С другой стороны, при &==0 врашение рассматривае- 
мого поля равно |1, а при больших значениях |» оно равно 
нулю, так как при больших значениях № все векторы 
Р(х; в) (ХЕГ) не совпадают по направлению с векто-
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ром Zp, Где 2, — произвольный фиксированный нормирован- 
ный (|2 |==1) элемент из К. Действительно, если бы при 
любом № один из векторов Р(х; в) (хеГ) совпадал бы по 
направлению с 2,, то нашлась бы такая последовательность 
х,ЕГ, что 

1х„— пАхи | 

  

== 20 (n==1, 2,...) 

или, что то же, 

ха — дх, 
о и =20 (n==1, 2,...). 

[at A n   

Можно выбрать подпоследовательность индексов п; так, что 
последовательность точек х,„, будет сходиться к некоторой 

‚ точке х*ЕРГ. Переходя в последних равенствах по этой под- 
последовательности индексов к пределу, получим 

Ах* = — Ах“, 

°то есть Ах” ЕТ, чего по построению быть не может, 
Итак, векторные поля Р (х; №) не могут быть гомотоп- 

ны. Полученное противоречие доказывает сформулированное 
утверждение. | 

6. Завершение доказательства теоремы 65.5. Пусть 
теперь Г — граница открытого ограниченного множества & 
в бесконечномерном пространстве Е, причем 8 Е ©). Покажем, 

‚ что положительный вполне непрерывный оператор А имеет 
на ГПА по крайней мере один собственный вектор, если 

выполнено условие 

inf ||Ax|| > 0. (5.20) 
eer Kk 

Доказательство будем вести от противного: предположим, 
что на ГПА нет собственных векторов у оператора А, и 
покажем, что тогда утверждение теоремы 65.5 несправедливо 
для случая конечномерных пространств, а это противоречит 
результату предыдущего пункта. 

Допустим, что положительный вполне непрерывный опе- 
ратор А удовлетворяет условию (5.20), но не имтет на ГПК
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собственных векторов, которым отвечают положительные 
собственные значения. Тогда найдется такое число а > 0, что 

[Ах —1х] 28  СЕРГПК, 0<¢t< oo), 
Действительно, предположив обратное, построим такую по- 
следовательность элементов х,ЕГПК (п=1,2,...) и 

такую последовательность неотрицательных чисел Ё, (п==1, 
2,...), ЧТО 

1 
Ах, — FX all <> (n= 1, 2, ‚..). 

Введем обозначения 

r, == inf || x||, R, = зир|х||, 
rer ХЕГ 

ro== И |Ах|, Ю = зир |Ах]. 
ХЕГПК ХЕГПК 

Очевидно, все числа г;, А\, Го, А. конечны и положительны 

  

  

Очевидно, 

| Ax, |---| Axy — tnx, We | 

„< |. <=-( Ro =) 
и 

Аха — ПА — иж ИТ ЦТ 
fn xl >в (®—т)- 

"Из этих неравенств и из полной непрерывности оператора А 
вытекает, что можно выбрать подпоследовательность индек- 
сов п; (1=1, 2,...) таким образом, чтобы числа t,, CXO- 

R 
дились к некоторому положительному чиолу &, (2 <ц< 3), 

J 

.а элементы Ах, сходились к некоторому вектору 3. Тогда 

U 
последовательность “п; сходится к элементу Ху =” ‚ Так как 

        

   

      

£4 

иж] < | хучу Atm + 
ee --®)% < 

< дан +l ig ty 

  

  

`Переходя к пределу в неравенствах 

JAxn, — ta Xn, | < я: (=1,2,...),
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получим равенство Ах, = ху которое противоречит пред- 
положению. 

Итак, если А удовлетворяет условию (5.20) и не имеет 
на ГПК собственных векторов, то 

inf | Ах— #х|=а>0. 
ХЕГПК, #>0 

Выберем в компактном множестве А(ГПК) конечную 
а а 
> -сеть. Пусть эта -CeTb состоит из п точек у, ..., Ул. 

Так как оператор А положителен, то у; ЕК (1=1,..., п). 
Определим на А(ГПК) шаудеровский оператор (см. гл. 4. 
$ 3, п. 4) проектирования Р равенством 

> 0), 
Ру=-=———  (ЕА(ГПК)), 

> = 0) 
i=l 

где 

э—у—э|, если |у—у|< 5, 
%, (y) = Gi=1,..., 20 

a 

0, если lly —y,|]> 5 

Непрерывный оператор Р преобразует каждый элемент 
a 

УСА(ГПК) в элемент выпуклой оболочки тех точек x7 ceTH 

a 
расстояние до которых от у меньше =. Поэтому 

\Py—yI< > (VEAPNK)), 
откуда следует, что при всех {>20 и ХЕГПК 

| PAx — tx|| >|] Ax — tx|| —JAx — PAx|| >. (5.35) 

Таким образом, оператор РА не имеет на ГПК собствен- 
ных векторов, которым отвечают положительные собствен- 
ные значения. 

Множество значений оператора РА лежит в конечномер- 
HOM подпространстве Е <Е — линейной оболочке точек
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у, ..., У: Обозначим через Ку пересечение КПЁ,. Мно- 
жество К, будет конусом в Е;. Пусть @, = @ПЕ, и Г — 
граница (©,; очевидно, Г. =Г так, что на Г, ПК, оператор РА 
определен. Оператор РА на Г, ПК, удовлетворяет условиям 
утверждения, доказанного в предыдущем пункте (Е, конеч- 
номерно!), и поэтому имеет на ГПК, по крайней мере 
один собственный вектор. 

Мы пришли к противоречию. 
Теорема 5.5 полностью доказана. 
7. Вращение вполне непрерывного векторного поля. 

Доказательства теорем 5.4 и 5.5 были основаны на предва- 
рительном переходе к конечномерному случаю и на дальней- 
шем использовании векторных полей и их свойств, связан- 
ных с вращением. Эта схема допускает обращение — теорию 
векторных полей можно перенести на поля в бесконечномер- 
ных пространствах (понятия вращения, гомотопности, индекса 
неподвижной точки, формулу (5.21) и т. д.), а затем эту 
теорию применять. В книге М. А. Красносельского [5] тео- 
рия вращения векторных полей развита и изложена для слу- 
чая, когда эти поля рассматриваются на границах Г ограни- 
ченных областей; рассматриваемые векторные поля ЁР(х) 
имеют вид Р(х)=х — Ах, где А — вполне непрерывный 
оператор. Приложения изложенной в упомянутой книге тео- 
рии к исследованию операторов, оставляющих инвариантным 
конус К, получаются непосредственно, если К телесен. Для 
изучения операторов, оставляющих инвариантным нетелесный 
конус А, понятие вращения полей в бесконечномерных про- 
странствах приходится обобщать. 

$ 3. Операторы с монотонными минорантами 

1. Собственные векторы однородных операторов. Опе- 
ратор В назовем однородным порядка $, если 

B(tx)== Bx  (x€K, #>0). (5.36) 

Примером однородного оператора первого порядка может 
служить линейный оператор. 

Если х, — собственный вектор однородного оператора В, 
то в силу (5.36) собственными векторами будут и все эле- 
менты вида 2х,. Совокупность элементов вида tx, обгазует 
луч. Таким образом, из существования одного собствеииого
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вектора у ‘однородного оператора В вытекает существование 
бесконечной непрерывной ветви собственных векторов. По- 
этому для однородных операторов достаточно доказывать 
существование одного собственного вектора. 

Теорема 5.6. Пусть вполне непрерывный опервтор В 
положителен, монотонен и однороден порядка s <1. 
Пусть существует такой элемент и=о— (9, СК), 
что — ШЕК и 

ВРи >. ви, (5.37) 

где риа > О — некоторые фиксированные числа. 
Тогда оператор В имеет в конусе К собственные век- 

торы. 
Доказательство. Рассмотрим операторы В„ такие, 

что 

Вах = Bx 4+ — (n=1, 2,...). 

Каждый из этих операторов вполне непрерывен и удовле- 
творяет условию 

ни ||B,x||> inf [У 0. 
ХЕК, 1х1 =1 у>— 

Из теоремы 5.5 вытекает, что у каждого из операторов В» 
есть в конусе К нормированный собственный вектор х„: 

Вх =^Хл (jx, |= 1, a=—1, 2,...), 

то есть 

Bx,t—=hyX, (n= 1, 2, ...). (5.38) 

Без ограничения общности можно считать, что последо- 
вательность элементов Вх, сходится к некоторому элементу 
у"ЕК, а числа ik, сходятся к пределу /* (в противном слу- 
чае мы нерешли бы к подпоследовательности). 

Если бы оказалось, что ^*`> 0 (конечность А* очевидна), 
то элементы х„ также сходились бы к некоторому элементу 
х* и из (5.38) после предельного перехода вытекало бы 
равенство Вх* = /*х*. 

Таким образом, для завершения доказательства теоремы 
достаточно показать, что 

inf A, > 0. (5.39) 
a=], 2, eee
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Из (5.38) вытекает, что 

Вх < ^,х, (n=1, 2,...). 

Поэтому 
—1 

ВРх, < ВР, х,) < ВР? (1х) <... д, 
(5.40 

Из (5.38) вытекаег также, что 
1 

Xa PD ae: 

Поэтому найдется такое #, > 0, что хх Ёоих, > в пр! 
[> Ё. Тогда 

ВРх, > В? (69) = Ё ВР > 1 ВРи 
и в силу (5.37) 

Bex, > at’ и. 

Объединяя последнее неравенство с (5.40), приходим к не- 
равенству 

lest ...45?7! P 
yore хи > а и. 

Из максимальности Ё, вытекает, что 
р 

5 ар, 

ple sheers PTI 
n 

< (n=1,2....), 

TO eCTb 

yltst ents? а 
п ao 

  

Aas? (1= 1, 2, ...). (5.41) 

п 

Чтобы из (5.41) получить (5.39), нужно показать, что числа 
г, ограничены сверху. Но это очевидно, так как в против- 
ном случае из х,„ 2[Ё:9 вытекало бы, что —9ЕК. 

Теорема доказана. 

Из (5.41) можно получить и оценку для собственного 
значения /“. Если, например, 5$==1, то из (5.41) вытекает, 
что 

> Иа. (5.42) 
1-5 

> т (5.43) 
¢ 

Если xe 0O< 5 <1, TO
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где через 2, обозначено такое наибольшее число, что нера- 
венство хо имеет место хотя бы при одном нормиро- 
ванном элементе х из конуса К. 

2. Непрерывная ветвь собственных векторов у оне- 
ратора с монотонной однородной минорантой. Напомним, 
что оператор В является минорантой для оператора А на 
множестве ТГ, если 

Ах >. Вх (x € T). (5.44) 

Yepe3 K,, Kak обычно, будем обозначать пересечение 
конуса К с шаром ||х|< г. 

Теорема 5.7. //усть вполне непрерывный оператор А 
на К, имеет миноранту В, удовлетворяющую условиям 
теоремы 9.6 *). 

Гогда А имеет непрерывную ветвь длины г собствен- 
ных векторов в конусе К. 

Доказательство. Как и при доказательстве теоре- 
мы 65.6, построим операторы А;: 

Ах = Ах (n= 1, 2,...). 

Пусть Г— граница некоторой, содержащейся в шаре 
||х!| «г области @, внутренней точкой которой является 8. 
В силу теоремы 5.5 каждый из операторов А, имеет на 
ГПК по крайней мере один собственный вектор х„: 

A, Xn == AnXn (Хх ЕГПК, 4, >0), 

то есть 

Ax,+—=),X,  (п=1,0,...). (5.45) 

Без ограничения общности можно считать, что элементы Ах, 
сходятся к некоторому у“, а числа ^„— к пределу /\*. Как 
и при доказательстве теоремы 5.6, остается показать, что 
числа /^, ограничены снизу положительной постоянной. 

Из (5.45) вытекает, что 

Bxgt— <hyX_ (И=Ь0,...), 
  

и 

*) При доказательстве теоремы 5.7 не используется полная не- 
прерывность оператора В.
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то есть 

Вх < АХ, (n==1, 2,...) 
и 

J 
Xn ZF 9 (n= 1, о, ...). 

п 

Именно из последних неравенств при доказательстве теоремы 
5.6 были получены неравенства 

lt st ee 4577 a 
n ao 

  

pw? (n= 1, 2,...), 
f 

где #,— такие числа, 4TO X¥,>t,U HX, >tv upn t>t,. 
Из ограниченности сверху чисел Ё, вытекает ограниченность 
снизу чисел А. 

Теорема доказана. 
Если, в частности, у оператора А есть монотонная ми- 

норанта на всем конусе К, то собственные векторы оперз- 
тора А в конусе К образуют непрерывную ветвь бесконеч- 
НОЙ ДЛИНЫ. 

3. Основная теорема. Если в условии (5.37) р==1, то 
к оператору В можно предъявить меньше требования, чем 
в теоремах 5.6 и 5.7. 

Теорема 95.8. Пусть положительный вполне непре- 
рыивный оператор А имеет на К, положительную моно- 
тонную миноранту В. Пусть существует такой элемент 
=vu—w (v, WEK), mo —ueK u 

B (tu) > atu (O<ct<y), (5.46) 

где 1 — такое число, что из x >tu (t>0) a uz ||xil<r 
вытекает, что [< 1. 

Тогда А имеет в конусе К непрерывную ветвь длины г 
собственных векторов. 

Доказательство. Как и в предыдущей теореме, 
устанавливаем существование таких элементов х„СГ, что 

Ax, +—=\xX,  (п=1,2,...). 

Из этих равенств вытекают неравенства Вх, «Ах, и суще- 
ствование таких ¢, > 0, 470 x, >>t,u nu x, >> Ш при Ё ХЕ. 
Тогда 

hyX_ > Bx, > Btu) > и, 

“
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откуда „> а. Собственный вектор оператора А можно по- 
строить как предел элементов х„. 

Теорема доказана. 
4. Принцип топологического продолжения. Для дока- 

зательства теорем существования часто применяется так на- 
зываемый принцип продолжения. Он заключается в следующем. 

Требуется доказать существование решения у уравнения 

х = Ах (5.47) 

с некоторым оператором А, действующим в банаховом прост- 
ранстве Е. Конструируется вспомогательный оператор А (х; в), 
зависящий от параметра С [0, 1]. Параметр ш вводится та- 
ким образом, чтобы уравнение х == A(x; 0) решалось просто 
(или чтобы для него просто доказывалась ‘теорема сущест- 
вования). Уравнение х = А(х; Г) должно совпадать с урав- 
нением (5.47). Решение уравнения (5.47) тогда можно полу- 
чить, прослеживая за тем, как меняется решение х () урав- 
нения 

х —=А(х; в). (5.48) 

Для того чтобы можно было проследить за решением х (1), 
обычно приходится накладывать на рассматриваемые опера- 
торы жесткие ограждения. В частности, обычно приходится 
обеспечивать единственность (в некоторой области) решения 
уравнения (5.48). 

Излагаемая ниже схема близка к принципу продолжения; 
однако в ряде случаев она имеет существенные преимуше- 
ства. Например, ниже не предполагается, что решения урав- 
нений (5.48) изолированы. Мы ограничимся описанием прин- 
ципа топологического продолжения применительно к задаче 
о решениях, лежащих в конусе К. 

Итак, пусть требуется доказать, что уравнение (5.47) 
имеет решение хЕК. Как и выше, вводим в уравнение па- 
раметр в, который может принимать различные числовые 
значения. Параметр № вводится таким образом, чтобы реше- 
ния уравнений (5.48) образовали в К непрерывную ветвь I 
бесконечной длины, если рассматривать решения, соответ- 
ствующие всем неотрицательным в. 

Допустим, что удается доказать, что значения параметра 12 
стремятся к некоторому пределу м, когда стремятся к нулю 
нормы решений х(5) уравнений (5.48). Апалогичио пусть
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значения |» стремятся к и», когда нормы рещений х (и) не-' 
ограниченно возрастают. Тогда можно ожидать, что в не- 
прерывной ветви есть решения, соответствующие всем 
значениям Е (м, шо»). 

Пусть, наконец, уравнение (5.48) при в==1! переходит 
в уравнение (5.47). Тогда существование решения уравнения. 
(5.47) будет доказано, если 

Проведение изложенного принципа топологического про- 
должения состоит из нескольких этапов. Нужно суметь 
построить оператор А(х; в) — здесь общие рецепты указать 
трудно; во многих случаях достаточно положить А(х; в) = 
— Ах. Нужно показать, что решения уравнения (5.48) обра- 
зуют непрерывную ветвь; если А(х; в) == вАх, то здесь 
можно воспользоваться теоремой 5.’ или теоремой 5.8. 
Далее нужно найти числа в, и в; общие способы их оты- 

скания для частного, но важного случая излагаются в сле- 
дующем пункте. Наконец, нужно знать, что значения пара- 
метра в, при которых уравнение (5.48) имеет решение 
в конусе К, полностью заполняют интервал (Yo Bool) здесь 

удобно пользоваться следующей теоремой: 
Теорема 5.9. Нусть оператор А(х; в) (9 <и<о5) 

вполне непрерывен и пусть все ненулевые решения уравне- 
ния (5.48) образуют в К непрерывную локально компакт- 
ную ветвь 3 бесконечной длины. Пусть в щи, 

когда соответственно |х(и)|-0 или |х(ь)|-> 20, где 
хр ЕХ. 

Тогда при каждом "Е (в, в») Уравнение (5.48) имеет 

по крайней мере одно решение х (м) ЕЖЭ. 
Доказательство. Допустим, что утверждение леммы 

неверно, то есть С (щ, о), но уравнение 

- x= A(x; p") 

не имеет в конусе К ни одного ненулевого решения. 
Число 1” разбивает прямую (— со, со) вещественных 

чисел на две части. Одна из них Л либо содержит ^», либо 

\» является ее концом (в этом случае АХ» ==09). Вторая 
часть /Л› содержит №. |
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Обозначим через УЖ, множество тех ненулевых решений 
уравнения (5.48), которым отвечают значения параметра в 
из Л. Через MN, обозначим множество остальных решений 
уравнения (5.48), к которым присоединен элемент 9. Множе- 
ства и Ж. содержат все элементы непрерывной ветви %. 

Множества ЖЖ и %, очевидным образом замкнуты и не 
пересекаются. При этом множество ), находится на положи- 
тельном расстоянии от точки 0, а множество Ж., ограничено. 

Расстояние между множествами MN, nu Ж, положительно. 
В предположении противного существуют такие последова- 
тельности х„СЖ, иу, Е Ж,, что 

Хх, =А(хи; ви), у, = А(У,; Ув), 
причем 

lim ln — Yall =O. 
и > © 

Последовательность у, ограничена; следовательно, ограничена 
и последовательность х„. Одна из числовых последователь- 
ностей и, или у, ограничена; без ограничения общности 
можно ее считать сходящейся. Пусть, для определенности, 
сходится последовательность v,. Из полной непрерывности 
оператора А(х; №) вытекает тогда, что последовательность у„ 
можно считать сходящейся к некоторому элементу х*. Тогда 
и последовательность х„ сходится к x". Значит, х*ЕЭ) и 
хЕ%Ф.. Мы пришли к противоречию. 

Итак, 

р, Я)= Ш |]х—у]=а>0. (5.50) 
ХЕ, YEN 

Обозначим через GW ограниченное открытое множество, 

образованное объединением веех шаров радиуса 5 с центрами 

в точках множества Ж. Через Г обозначим границу мно- 
жества ©. 

Очевидно, пересечение ГГ», пусто. В силу (5.50) пусто 
и пересечение ГП”. Значит, на Г нет решений уравне- 
ния (5.48) ни при каких значениях параметра (+. Значит, Ж 
не является непрерывной ветвью бесконечной длины. 

Мы пришли к противоречию. 
Теорема доказана. 
5. Бифуркационные значения параметра. В этом пункте 

мы рассмотрим вопрос о том, к каким пределам стремятся 

13 Зак. 2918 М. А. Красносельский
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позитивные собственные значения положительного вполне 
непрерывного оператора А (Ав — 6), когда нормы собствен- 
ных векторов стремятся к нулю или неограниченно возра- 
стают. Такие предельные значения называют бифуркацион- 
ными значениями. 

Будем предполагать, что оператор А имеет сильную 
производную Фреше А’(0) по конусу и сильную асимптоти- 
ческую производную А”’(5о) по конусу. Допустим, что 
существование непрерывной ветви бесконечной длины собст- 
вепных векторов доказано. 

Пусть 

Ах, = Ах», (хСК, п=1,2,...) (5.51) 

и |х,| ->0. Тогда без ограничения общности можно счи- 
тать, что числа A, стремятся | к некоторому числовому пре- 

делу №, а элементы А’ (6)   тя г—К некоторому элементу 

ЕК. Перепишем равенства (5.51) в виде 

Ах, — А’ (8) хи i Xn __ Ia] + A’ (6) +. ee Te (n==1, 2,...) 
Mn Ul nll 

и перейдем к пределу при п—> 25. Из предельного равенства 
видно, что возможны два варианта: либо у =0и 9, ==8, 

  

х 
либо № > 0 и элементы ТЕ сходятся к некоторому эле- 

п 

менту шЕК, причем А” (8) и = Лу, то есть № — позитивное 
собственное значение оператора А” (8). 

Аналогично доказывается, что при ||х„|-> со собственные 
значения (если они сходятся) стремятся либо к нулю, либо 
к позитивному собственному значению оператора А’ (55). 
‹ Допустим, что изучаемый оператор А имеет линейную 
‘ионотопную миноранту В. Через % обозначим совокупность 
всех тех собственных векторов, существование которых 
вытекает из доказательства теоремы 5.7. Эти собственные 
векторы образуют непрерывную ветвь, и этим собственным 
векторам соответствуют собственные значения, равномерно 
ограниченные снизу некоторым положительным числом 

р -— 

[числом Va). Поэтому для таких операторов числа fh, 
в равенствах (5.51) не могут стремиться к нулю, когда 
1х„|->0 или |х,|[->20. Следовательно, для операторов 
с линейной минорантой предельные значения параметра ^ 

о 
м
м
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совпадают с позитивными собственными значениями опера- 
торов А” (8) и А’ (05). 

Если считать, что каждый из операторов А’ (8) и А’ (<) 
имеет единственное позитивное собственное значение № и 
соответственно А», то из теоремы 5.9 можно сделать вывод, 
что все числа \ из интервала (№, А») являются позитивными 
собственными значениями. В частности, если 16 (№, Л»), то 
уравнение х = Ах имеет в конусе К по крайней мере одно 
ненулевое решение. Последнее утверждение другим методом 
было получено в гл. 4. 

6. Оценки собственных значений. Нетрудно получить 
точные оценки собственных значений, если оператор имеет 
линейные миноранты или мажораиты, являющиеся 4\-положи- 
тельными операторами. 

Теорема 5.10. /Густь В_ и В. —0ва линейных 
и-положительных оператора. Пусть \_ и №. — единст- 
венные позитивные собственные значения операторов В_ 
ц В.. Пусть А — нелинейный положительный оператор и 

AX == AgXo- (5.52) 
Тогда из условия 

В_х< Ах (x € K) (5.53) 
следует, что 

№2А., | (5.54) 
а из условия 

Ах < В. х (x€ K) (5.55) 
следует, что 

hy <AG. (5,56) 

Доказательство. Пусть 

В силу леммы 2.1 оператор В_ й,-положителен. Поэтому 
найдется такое натуральное р и такие положительные числа & 
и В, что 

або < Be xy < Bho. 
Тогда 

l 1 1 1 хо = Axy > — Вх == В-Ах > Вх... > 
hy ho ho do | 

— Вх * ho. = р 0 др 0 

13*
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Поэтому найдется такое & > 0, что 

— 

HO X) >thy mupu [> Ц. 
Из (5.57) следует, что 

t AL 

и из максимальности & вытекает (5.54). 
Аналогично, если выполнено условие (5.55) и 

В. 0 =^.. 80 (ЕК, 8-8), 

то оператор В, #-положителен. Пусть 

80 < В+ Хо < В 8, 

где о; и В, положительны. Тогда 

1 1 
Xo = yy AX > 7 By > 

] 1 ] 

6 0 

1 
og Bt < т Lo- 

Поэтому найдется такое положительное &, что 

< (5.58) 
и х <, при Ё <. Из (5.58) следует, что 

1 1 t h 
=; Ах < ib Вх < хх В+80 = 5 b ko» 

л 
2-
 

и из минимальности & вытекает (5.56). 
Теорема доказана. 
Утверждение теоремы, как видно из доказательства, 

сохраняет силу, если отказаться от предположения об цу-по- 
ложительности операторов В_ и В., заменив его следующим 
менее удобным, но и менее жестким ограничением. Доста- 
точно предположить, что оператор В_ йу-ограничен снизу, 
а В. 2.-ограничен сверху, где hy WH 2, — отвечающие поло- 
жительным собственным значениям ^_ и ХА, положительные 
собственные векторы операторов В_ и В. соответственно.



ГЛАВА 6 

УРАВНЕНИЯ С ВОГНУТЫМИ ОПЕРАТОРАМИ 

Выделяются классы уравнений с положительными опера- 
торами, для которых справедлива теорема единственности 
ненулевого положительного решения. Изучается сходимость 
последовательных приближений к этому единственному ре- 
шению. 

$ 1. Единственность положительного решения 
и сходимость последовательных приближений 

1. Вогнутые операторы. Оператор A, действующий 
в пространстве Е с конусом К, назовем вогнутым, если 
существует такой ненулевой элемент ШЕЛ, что для любого 

ненулевого хЕК справедливы неравенства 

и, < Ах < Ви,, (6.1) 

где а и В положительны, и если для каждого такого хЕК, 
что (Л щхх<В(х)щ (а (х), В. (х) > 0), справедливы 
соотношения 

А (1) > Ах (0<t<1). (6.2) 

Вогнутый оператор в случае одномерного пространства — 
это определенная при неотрицательных значениях аргумента 
функция }(х), график которой обладает тем свойством, что 
на каждом отрезке [0, Xp] этот график не имеет точек, 
расположенных под прямой, проходящей через начало коор- 
динат, и точку (ху, f(x}. Вогнутый оператор не обяза- 
тельно непрерывен и не обязательно монотонен. 

Простейшим примером вогнутого оператора является. 
оператор Ах ==щ.. 

Если оператор А вогнут, то вогнутыми будут опера- 
торы СА, где с — любое положительное число. Если A
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вогнут и монотонен, то этими свойствами будут обладать и 
операторы 4, АЗ ит. д. 

В определении вогнутого оператора фигурирует некото- 
рый элемент и. Допустим, что даны два вогнутых опера- 
тора А и В, в определении вогнутости которых фигурирует 
один и тот же элемент и. Тогда вогнутым будет оператор 
А-- ВБ. 

Мы не останавливаемся на доказательстве сформулиро- 
ванных утверждений, так как эти доказательства очевидны. 

2. Собственные векторы, соответствующие различным 
собственным значениям. В ряде приводимых ниже теорем 
изучаются собственные векторы вогнутого оператора А. 
В теоремах этого параграфа предполагается, что 
соответствую щие собственные векторы суще- 
ствую т; вопрос о существовании собственных векторов 
обсуждается позднее. 

Теорема 6.1. Пусть оператор А вогнут и моното- 
нен. Пусть х| и хо — ненулевые положительные решения 
уравнения 

Ах = Ах, (6.3) 

соответствующие различным значениям h, U dy Napa- 
метра >: 

Пусть, наконец, 

Ay < dy. (6.4) 
Тогда xX, > Xp. 
Доказательство. Предположим противное — пусть 

х, 2 х.. Обозначим через 2 такое число, что х 2х и 
Хх 2х. при > В. Очевидно, 0O< ty) < 1. 

‚ Из определения вогнутости оператора А вытекает, что 

0. < Ах, «Ви, Aylly K AXy < Potty, 

где Gh, Qos 6, В. > 0. Поэтому 

х1 — ~ Ах; > 
1 

Nyy м Bikey 

i, “o> 73, 4% = Fa 
NeMOBATeAbHO, fy > 0.
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Из монотонности и вогнутости оператора А вытекает 
тогда, что 

I 1 { А 
x)= Ax, > ty А (6х5) > i Ax, = i Хо. 

Из максимальности &, вытекает, что А, < А,, а это противо- 
речит (6.4). 

‚ Теорема доказана. 
Пусть выполнены условия теоремы 6.1. Рассмотрим 

конусный отрезок (х, х,). Пусть АЕ(А\, ^.). Оператор 

А0)=--А преобразует этот отрезок в себя, так как А (\) 

MOHOTOHEH, a 

1 h 
A (h) X= > Ax, = х, > х, 

1 A 
AQ) x)= 7 Ax = 9 < 

Это позволяет для доказательства существования неподвиж- 
ных точек у оператора А(^) (то есть для доказательства 
существования решений у уравнения (6.3)) применить тео- 
рему 4.1 или теорему 4.2. В частности, из теоремы 4.1 
вытекает 

Теорема 6.2. /Г/усть уравнение (6.3) с вогнутым и 
монотонным оператором А имеет ненулевые положитель- 
ные решения х, и х› при положительных значениях i, 
и \› параметра i. 

Пусть выполнено дополнительно одно из следующих 
условий: 

6.2 (а) Конус К сильно миниедрален; 
6.2 (6) конус К правилен; оператор А непрерывен; 
6.2 (8) конус К нормален; оператор А вполне непре- 

рывен. 
Тогда уравнение (6.3) имеет ненулевые положитель- 

ные решения при всех KE(A, №). 
3. Теорема единственности. Вогнутый оператор А на- 

зовем 1-вогнутым, если условие (6.2) заменено более 
жестким ограничением: для каждого положительного числа 
Е (0, 1!) можно указать такое я=*(х; 5) > 0, что 

A (tox) > (1 +1) yx, (6.5)



200 УРАВНЕНИЯ С ВОГНУТЫМИ ОПЕРАТОРАМИ (гл. 6 

Здесь, как и в условии (6.2), рассматриваются такие XEK, 
что 

Oy (X) ly << X KB, (X) щ (a) (x) > 0, 8, (x) > 0). 

Оператор AX ==4) ABJAACTCA Up -BOFHYTLIM оператором. 
Если А является Uy-BOrHYTHIM OlepaTOpOM, TO 4 )-BOTHYTHI 
все операторы сА при с > 0. 

Если оператор В вогнут и в определении его вогнутости 
фигурирует элемент и то из -вогнутости оператора A 
следует и\-вогнутость оператора А-- В. Докажем этот про- 
стой факт. 

Пусть выполнено неравенство (6.5) и пусть 

Olly AX < Puy, Ally C BX < В. 
Положим 

ay, 
1 FR 

Torna 

(1-7) Ax +-Bx > 

1 _ en __ > а-я Ах--(л— ту) На- Вх — И що = 

то есть 

(A+B) (t,x) > (1 +9) fx + t)Bx > (1-1) t)(A-+B) x. 
Теорема 6.3. Если оператор А ц\-вогнут и моното- 

нен, то уравнение (6.3) ни при каком значении пара- 
метра Х не имеет двух различных ненулевых решений 
в конусе. 

Доказательство. Допустим, что 

где х, и х., — различные ненулевые элементы из К. Без ог- 

раничения общиости можно считать, что xX, > xX. Kak пре 
доказательстве теоремы 6.1, вводим такое максимальное &, 

TO X, >byX, H x, 2tx, mpu t >t), HW показываем, чт 
0O<t <t. 

Из щ-вогнутости оператора А вытекает, что 

A (fyXy) > (1 + 1) fA,
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где 7 > 0. Но тогда из монотонности оператора А следует 
nepaveneve 

1 t 
~Ax, > ~A (t)X%>) > ( Cr tl PAK, == (1 + 9) ty Xp. 

Последнее неравенство противоречит максимальности (. 
Теорема доказана. 
Оператор А назовем цу-монотонным, если он вогнут, 

если А([х) Е [Ах при Ё 0, [| и при каждом таком ХЕХ, 
что х> 11 (1 > 0), и если, наконец, из хлруих-+у 
следует, что Ах > Ау--в и где в ==з,(х, у) > 0. Если 
А ц-монотонен, TO ц-монотонны и все операторы СА, 
где с > 0. 

Теорема 6.4. Если оператор А цу-монотонен, то 
уравнение (6.3) ни при каком значении параметра i He 
имеет двух различных ненулевых решений в конусе. 

Доказательство. Предположим противное и (как 
при доказательстве теоремы 6.3) обозначим через К такое 

число из (0, 1), что х2Вх, и хх. при Ё>Ь, где 

Ах, —=Ах, Ах. = Ах.. 

Из равенства х,==&х, следовало бы, что. 

1 1 ty 
X= 7 AK) = 7 A pho) Fo AK, = lyk = 4X. 

Поэтому x%,# t,x, u 

AX, > A (fy X5) + tly > Fy AX, + Eup. 

Пусть Ах. < Ви,. Тогда из предыдущего неравенства выте- 
кает, что 

Ах, (к-т) Ах, 
то есть 

> (¢, +) Hoy 

а это неравенство противоречит максимальности &.. 
Теорема доказана. 
4. Квадрат вогнутого оператора. Каждое решение урав- 

нения Ах — х является одновременно решением всех урав- 
нений А?х —=х, АЗх.—=х и т. д. Поэтому доказательство
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единственности решения уравнения Ах = х равносильно до- 
казательству‘ единственности решения у уравнения А”х = х 
при некотором п. Достаточно, например, доказать, что опе- 
ратор А” и,-вогнут. 

На этом пути легко получить новое доказательство тео- 
ремы 6.4, так как квадрат \-монотониого оператора яв- 
ляется щ-вогнутым оператором. Докажем более общее утвер- 
ждение. 

Теорема 6.5. Пусть оператор А вогнут и моното- 
нен. Пусть для каждого такого х, что а(х)щхх сх 
<В(х)щ (а(х), В(х) > 0), выполнено неравенство ̀  

А (1х) + К Ах (0 < tf) < 1). (6.6) 

Пусть для любой пары ненулевых элементов чим 

(и < ЗВ, Ally CW K< Bolly, A, A. By, By > 0) ws 

Lvcw<cv (КУ, WHY, t, >0) (6.7) 

следует, что 
Aw > tyAu + eptt, (6.8) 

где =) > 0. 

Тогда А? является иу-вогнутым оператором. 
Доказательство. Пусть х — произвольный элемент, 

удовлетворяющий условиям 

ally << Buy (a, B>O), 
и пусть О«ЕК< 1. Из вогнутости и монотонности опера- 
тора А следует, что 

Ax > A(t) > tAX, (6.9) 
причем выполнено неравенство (6.6). 

Если А(Кх)= Ах, то это равенство можно рассматри- 
вать как условие (6.5). 

Если А(х)- Ах, то (6.9) можно рассматривать как не- 
равенство (6.7). Неравенство (6.8) перепишется тогда в виде 

A? (t,x) >> t)A®x Рещ. (6.10) 

Nyctp A’x < Buy (8B > 0). U3 (6.10) Torna вытекает нера- 
_ венство 

A? (t,x) > (6 +=) A2x, 

которое является условием. (6.5).
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Теорема доказана. 
Нетрудно видеть, что иу-монотоннные и, конечно, щ-во- 

гнутые операторы удовлетворяют условиям теоремы 6.5. 
5. Признаки Вогнутости оператора в свойствах произ- 

водных. Предположим, что оператор А диффенцируем по 
конусу и, более того, что значение оператора А в каждой 
точке ХЕК может быть представлено в виде 

1 

Ax = Ab +. [ A’ (ox) x ds. (6.11) 
0 

Аналогично тому, как вогнутость обычной скалярной 
oun вытекает из невозрастания производной, свойство 
($.2) оператора А вытекает из условия 

А’ (з.х) х < А’ (вх) х (ХЕК, 0% <9,). (6.12) 

Действительно из (6.12) и (6.11) следует, что при ЕЕ (0, 1 
1 t 

Aaa ptf Ate) edo aby J a) ede 

> Ab+ fats esas ae pe [ A 2) x4 

то есть 

A(tx) > (1—5 Аб Ах. (6.13) 

Условие (6.1) вогнутости оператора А выполнено, если 
А и’-измерим и производные А”(х)(хЕК) удовлетворяют 
условию 

A(X) Uy <A’ (KX) K <B(X) Uy, (6.14) 

roe a(x), В(х)>0 при х-0. Доказательство очевидно: 
в силу (6.11) 

1 

x < AO + uy f B(x) do< Buy, 

0 

1 

x > Ad ty f a (ox)do > any. 
0.
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Если 46 2 ий, где в > 0, то оператор А будет щ-вог- 
нут. Это вытекает из (6.13): при & Е (0, 1) 

A (fo%) > — 1) 48 ВАХ >. (1 — В жа В Ах > 

> [t+ —t) 2 Ax. 
Можно указать менее ограниченные свойства производ- 

ной, гарантирующие вогнутость или и, -вогнутость оператора A. 
Эти свойства более сложно описываются, и мы на них не 
будем останавливаться. Нетрудно также выписать свойства 
производных, при которых оператор А щ-монотонен или 
удовлетворяет условиям теоремы 6.5. 

6. Основная теорема о сходимости последовательных 
приближений. В $ | гл. 4 были рассмотрены различные 
случаи, когда решение х” уравнения 

X= AX (6.15) 

может быть получено как предел последовательных прибли- 

жений 

Хх. = Ах,  (и=1,0,...). (6.16) 
В рассмотренных в гл. А случаях начальное приближе- 

ние выбиралось таким образом, чтобы последовательность 
(6.16) была монотонна. Тогда вывод о сходимости этой по- 
следовательности может быть сделан либо из полной непре- 
рывности оператора А (если последовательность ограничена 
по норме), либо из правильности конуса (если последова- 
тельность ограничена в смысле полуупорядоченности), либо из 
полной правильности конуса (если последовательность ограни- 
чена по норме). Основная трудность в применении теорем 
гл. 4 заключается в построении начального приближения. 

В случае уравнения (6.15) с вогнутым оператором А 
‚этой последней трудности нет. 

Теорема 6.6. //усть уравнение (6.15) с вогнутым 
‚ монотонным оператором А имеет в конусе К единствен- 
ное*) ненулевое решение х”. Пусть выполнено одно из 
условий: 

6.6 (а) конус К правилен, оператор А непрерывен, 
6.6 (6) конус К нормален, оператор А вполне непре- 

рывен. 

*) Достаточно, чтобы некоторая степень оператора А была 
ио-вогнутым оператором.
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Гогда последовательные приближения (6.16) сходятся 
по норме к х*, каково бы ни было начальное приближе- 
Hue X,EK, x, #9. 

Доказательство. Рассмотрим конусные отрезки 
(Vv Wo), PHe 

Uysal x, Wy=tx* <4, 1 <h,). (6.17) 

Из вогнутости оператора А вытекает, что 

Av, == A(t, x") > ВА — Uo 

AW, = A(f,x") < t,Ax® = W. 

Таким образом, оператор А оставляет каждый конусный ^* 
отрезок (9, ®,) инвариантным. 

Из теоремы 4.4 вытекает, что последовательные прибли- ” 
жения (6.16) сходятся к Хх”, если начальное приближение 
принадлежит одному из конусных отрезков (9, ®,). Более 
того, из теоремы 4.4 вытекает, что приближения (6.16) схо- 
дятся к х”, если один из элементов А’х, принадлежит ка- 
кому-либо конусному OTpe3KY (Up, Wy). 

Пусть ху, — произвольный ненулевой элемент из К. Из 
условия (6.1) вытекает, что 

аи < Ах < Ви, (a, B > 0) 

Ayo Qe SAMS Bou (a5 Bo > 0), 

где &-ненулевой элемент из К, фигурирующий в определе- 
нии вогнутости оператора. 

Поэтому 

2 < ally < Aky < By <b x в SOS 1X <<, 

то есть Ах, принадлежит конусному OTpe3sKy (%, Wp), THe 
—--.. 

| v= х*, ow — В х* 

Теорема доказана.
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7. Сходимость последовательных приближений для 
Ио-вогнутых операторов. 

Теорема 6.7. //усть оператор А монотонен и Mg" 802- 
нут. Пусть конус К нормален. 

Гогда последовательные приб лижения (6.16) по и-норме 
сходятся к ненулевому решению х* уравнения (6.15) при 
любом ненулевом начальном приближении хЕК, а если 
конус К нормален, то и по обычной норме. 

Доказательство. Из условия (6.1) вытекает, что 

оо < Ах" — "ЗВ щ (9, В > 0). 

Поэтому (см. стр. 17) щ-норма эквивалентна х”-норме. 
Таким образом, достаточно доказать, что в условиях тео- 
ремы приближения (6.16) сходятся к х* по х*-норме. 

Пусть вначале 

9, —= AU, =“ (O<?t, <1). (6.18) 

Эта последовательность не убывает, причем 

< (n==1, 2,...). 

Обозначим через р, (п =1, 2,...) максимальное число, при 
котором выполняется неравенство 

Р.Х" < 9). (6.19) 
Очевидно, 

О А=дЗикрх... 5х... < 1. 

Если мы покажем, что p,->1, то отсюда будет выте- 
кать, что последовательность (6.18) сходится к х* по х*-норме. 

Предположим, что 

lim p,=y7 <1. (6.20) 
nm>oo 

Via uy-pornyToctw onepaTopa A вытекает существование та- 
кого 7 > 0, 4TO 

: A(yx") > (1 + 9) YAx* = (1 + 0) 7", 
откуда 

А (“= А (тт) AG) >U+nt  O<t<)). 
В частности, 

A(p,x") > (1 + 4) p,x* (n=O, 1, 2,...). (6.21)
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Из (6.19) и монотонности оператора следует, что 

Un+1 = Av, > А (рх") 

(1 + 7) p, x" < 9п+1. 

Пир 9 (= 0, 1,2,...), 

S(l+ "pp = (#1, 2...) 

что противоречит (6.20). 

Теперь рассмотрим последовательность 

ив силу (6.21) 

Значит, 

откуда 

, 
W,= AW, 1, =ЬХ (t, > 1). (6.22) 

Эта последовательность не возрастает: 
* > >... >>... Хх". 

Через &, обозначим минимальное число, при котором вы- 
полняется неравенство 

<" (п=1,2,...). (6.23) 
Очевидно, 

о... ee Sd 

Покажем, что 
Нм &, =1. 
по 

Пусть, в предположении противного & — 1 > 1. Из щ-во- 
гнутости оператора А следует сушествование такого 7H >> 0, 
ЧТО 

  

# 1 * 1 + ло * Ах =4(- ох ° ta А (1,х”), 

то есть 
Tox" A (Y**) < Ев АХ = ita 

  

откуда следуют неравенства 

А (1х) = A (— ох") < —- Ая) < ix (> 19). 

В частности, 

А (3„х“) < 

  

Ens — 
1+ 1 
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и 

* Е @ Wari = AW, CAE) CT 

откуда 
ё 

1 ТЕ (п — 0, 1, 2, . .). 

Значит, 
fo _ 

Sapa? | tO 1 Dee), 

что противоречит неравенству §, > Yo. 
Рассмотрим теперь последовательность (6.16) с произволь- 

ным ненулевым начальным приближением Хх ЕК. Как и при 
доказательстве предыдущей теоремы, убеждаемся в том, что 

=” Хх, = Ад tyx* = Wy 

при некоторых & и &, удовлетворяющих неравенствам 

0<4<1 <4, 
Tora последовательные приближения (6.25) удовлетворяют 
щеравенствам 

9. < Х,+1 < в (п —1,2,...), 

‘се 9, W @, определяются формулами (6.18) и (6.22). 
'Из (6.19) и (6.23) вытекает, что 

* * — 
рых" < Хи: < Хх (n==1, 2,...). 

Из этих неравенств следует, что 
4 

lim ||x,— “| =0, (6.24) 
a> co 

зак Kak p,—>1 un §,—-> 1. 
Теорема доказана. 
Утверждение теоремы сохраняет силу, если Uy-BOrHYT 

'бператор АР, где р — некоторое натуральное число. Для 
доказательства достаточно заметить, что из теоремы 6.7 вы- 
лекает сходимость по й\-норме последовательностей 

Ах, Ах, АРХ, ... (В =0,1,..., р 1) 

к одному и тому же пределу х”. Поэтому и последователь - 
ность (6.16) сходится к х” по щ-норме.
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В условиях теоремы 6.7 не предполагалось, что опера- 
тор А непрерывен. 

Вывод о сходимости последовательных приближений по 
\-норме может быть сделан и в условиях теоремы 6.6, если 
некоторая степень АР оператора А преобразует каждую 
сходящуюся по обычной норме последовательность в после- 
довательность, сходяшуюся по ц\-норме. 

$ 2. Существование континуума собственных векторов 

1. Вполне непрерывные вогнутые операторы. Предпо- 
ложим вначале, что вогнутый оператор А вполне непрерывен 
и монотонен. 

Пусть задано любое =>0. Обозначим через 1 такое 
положительное число, что из |х|<г их > у следует, 
что < 1. Пусть 

A (YM) 2 Aly  (щ>0).- 

Из условия (6.2) BeltekaeT Torna, uTO npuO<Ct< yx 

A (tu,) > = A (yt) > 3 tay 

Полученное неравенство можно рассматривать как усло- 
вие (5.46) теоремы 5.8. Из этой теоремы вытекает, что А 
имеет континуум собственных векторов и что эти собствен- 
ные векторы образуют непрерывную ветвь бесконечной длины. 

Предположим дополнительно, что конус К нормален. 
Тогда из теоремы 6.2 вытекает, что позитивный спектр 
оператора А образует промежуток. 

Пусть для оператора А справедлива теорема единствен- 
ности (например, А ц,-вогнут, и;-монотонен или удовлетво- 
ряет условиям теоремы 6.5). Тогда позитивный спектр обра- 
зует интервал. Действительно, если в позитивном спектре 
есть наибольшее число № > 0, которому соответствует 
собственный вектор Хх (Ах = № Ху), то все остальные соб- 
ственные векторы х(^) в силу теоремы 6.1 удовлетворяют 
неравенству х(^) >. ху. Из полумонотонности нормы выте- 
кает тогда, что ||х(^)| > а|х.|, то есть оператор А не 
имеет собственных векторов малой нормы, а это проти- 
воречит теореме 5.8. Аналогично, если в позитивном спект- 
ре есть наименьшее число, то оно положительно в силу 

14 Зак. 9918. М. А. Красносельский
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условия (6.1). Из теоремы 6.1 и полумонотонности нормы 
тогда легко сделать вывод об отсутствии у оператора А соб- 
ственных векторов, имеющих большую норму, что проти- 
воречит снова теореме 5.8 *). 

Пусть позитивный спектр образует интервал (А», 4s). 
Собственные векторы х (^), 

Ах (0) =)  б.<А<№, 

образуют в силу теоремы 6.1 монотонную функцию, опре- 
деленную на (\», №). Эта функция х (/) непрерывна, так как 
для любого AyE (Aw, Ay) H любой неубывающей последова- 
тельности ^„-—>А собственные векторы х (^„) образуют не- 
возрастающую компактную последовательность, ограничен- 
ную снизу элементом х (№). Предел последовательности х (^„) 
будет решением уравнения Ах = /\х и будет в силу теоремы 
единственности совпадать с х (5). Аналогично, если „> 
и ^, не возрастают, то последовательность х (^„) не убывает, 
се предел является решением уравнения Ах = х и в силу 
единственности совпадает с х (^\). 

Объединим полученцые утверждения. 
Теорема 6.8. Собственные векторы вогнутого и мо- 

нотонного вполне непрерывного оператора А образуют 
непрерывную ветвь бесконечной длины. 

Если конус К нормален, то позитивный спектр обра- 
зует промежуток. 

Если дополнительно для оператора А справедлива 
теорема единственности, то позитивный спектр обра- 
зует интервал (\», №), причем 

lim ||xQ){}==0, — lim ||х0)| = <, 
i> hy А > № 

где Ах(\) = Ах (%). Вектор-функция х() при этом одно- 
значна и убывает при возрастании ^. 

2. Общий случай вогнутого оператора. Откажемся 
теперь от предположения о полной непрерывности опера- 
тора А. В этом случае ряд утверждений теоремы 6.6 со- 
храняется. 
  

*) Тот факт, что в позитивном спектре нет наибольшего числа Л, 
легко доказать и без предположения о нормальности конуса, так 
как из х (^) > ху, где х ЕК и ль 2 0, вытекает, что шЁ|х (^) | > 0. 

} у
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Для доказательства существования ненулевого положи- 

тельного решения у уравнения Ах —=Ах удобно применять 
теорему 4.1, относяшуюся к произвольным монотонным, 
а не только вогнутым операторам. Инвариантный для А ко- 
нусный отрезок (ч, %) удобно конструировать при помощи 
методов, изложенных В гл. 3. 

В дополнение к общим соображениям отметим, что для 
и,-вогнутых операторов из неравенств 

ЛАд> о, AWW (6.25) 
автоматически вытекает, что | 

ох. (6.26) 

В предположении противного обозначим через 2, такое макси- 
мальное число, что Ww > tv. Очевидно, & < 1. Пусть 

аи, < Ад < Ви, Aq lly K AW < Bo. 

Ла а 
2 Av > _2 <, 

В, By 

откуда следует, что Ц >0. Из иу-вогнутости оператора А 
следует тогда, что 

w>hAw > dA (tv) > A(A-+ 9) Av > (1 +) foo, 

а это противоречит максимальности 1. То же доказатель- 
ство сохраняется, если оператор А и’-монотонен или удо- 
влетворяет условиям теоремы 6.5. 

Нетрудно также видеть, что для вогнутых операторов 
неравенство (6.26) следует из (6.25), если либо первое из 
условий (6.25) заменено более сильным AAU > uv -+ eu, (¢ > 0), 
либо второе из условий (6.25) — условием ЛАм Ней, < в 
(=> 0). 

Для вогнутых операторов (как и для любых монотон- 
ных) существование собственных векторов становится оче- 
видным, если 46 --6. В этом случае обозначим через В, 
такое положительное число, что Аи, < Bu). Тогда оператор 

1 
a А будет оставлять инвариантным конусный отрезок (6, и), 

0 

Тогда 

® > MAW > №, > 

и уравнение Аи, —=В,и, будет иметь ненулевое положитель- 
ное решение, если конус сильно миниедрален или конус 
правилен, а А непрерывен, 

14*
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Выше мы отмечали, что из единственности решения 
у уравнения х==АРх вытекает единственность решения 
у уравнения х = Ах. Справедливо аналогичное утверждение 
и в задаче о существовании решения. Пусть уравнение 
х = АРх имеет в некоторой области Т, инвариантной для 
оператора A, единственное решение х*. Тогда Ах* == АРАх*, 
и из единственности вытекает, что Ах” = х*, то есть х* — 
решение уравнения х = Ах. 

Из этого соображения вытекает, что все утверждения 
теоремы 6.8 сохраняют силу, если некоторая степень А? 
оператора А является вполне непрерывным цу-вогнутым опе- 
ратором. 

Приводимые ниже в этом пункте утверждения справед- 
ливы для операторов, некоторая степень которых #5 -вогнута. 
Мы ограничимся случаем, когда сам оператор А является 
и,-вогнутым оператором. 

Лемма 6.1. /Лусть ш-вогнутый оператор А непре- 
рывен; пусть конус К правилен*). 

Тогда позитивный спектр оператора А вместе с каж- 
дой точкой № содержит полностью некоторую ее окрест- 
ность. 

Доказательство. Пусть Ах = Аху (ху = 6) и 

  1 ] ] 4(5 ж)> 7 Axy= thx, >). 

Тогда при yb <A<K (1+ )Ay 

] 1 1 ] ] 

rly =)? ток TFA (5 =) > 3 0 
1 
5 Ах < 5 AX) = Xo- 

] 
Значит, операторы --А оставляют инвариантным конусный 

отрезок (5 Xo хо) пр №м<^<Аа-Р7)^№ и в силу тео- 

ремы 4.1 имеют при этих значениях A неподвижные точки 
на этом отрезке. 
  

*) Если конус К сильно мидиедрален, то непрерывность опе- 
ратора А не нужна.
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Пусть 
1 1 Аж=А(т. 2) > —5 Аж) (m > 0). 

ho 
Тогда И < A < № 

1 1 

2 2 
7 A (2X0) < А-т)^ Ах) < Xo Ах = 2х, 

1 
то есть оператор 5 Ах оставляет инвариантным конусный 

отрезок (ху, 2х) и имеет па нем неподвижную точку в силу 
теоремы 4.1. 

Лемма доказана. 
Из этой леммы и теоремы 6.2 вытекает, что позитивный 

спектр непрерывного и,-вогнутого оператора образует интер- 
Ban (A,, А>), если К правилен. Вектор-функция х()), зна- 
чения которой — собственные векторы, однозиачна в силу 
теоремы 6.4, монотонна в силу теоремы 6.1 и непрерывна. 
Непрерывность доказывается дословно так же, как и в слу- 
чае вполне непрерывного оператора. 

Утверждение леммы 6.1 остается справедливым, если 
конус К обладает лишь свойством нормальности, а щ-вог- 
нутый оператор А дополнительно обладает свойством пол- 
ной непрерывности. Доказательство не меняется. 

Покажем в заключение, что 

Шт || х 0 = о, lim |] x Q)|]| =0, (6.27) 
АА, A> A, 

если конус вполне правилен. 
Предположим, например, что не выполнено первое из 

равенств (6.27). Тогда имеет место неравенство 

зир |х(0)| «оо. (6.28) 
№, «АХ А, t 

Действительно, если для некоторой последовательности 
^, Е (А,, 
"Е №4 lim || x (,)|| = 00, (6.29)
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то без ограничения общности можно считать, что 

120,0 ход  @=1,2,...) 6.30) 
(в противном случае мы перешли бы к подпоследователь- 
ности), где т — такое число, что из 9% х<у следует не- 
равенство |х|\<т\|у|. Существование числа т вытекает 
из теорем 1.б и 1.2 — в силу первой из них правильный 
конус нормален, а в силу второй норма полумонотонна, 
если конус нормален. Из (6.30) и теоремы 6.1 вытекает, 
что последовательность A, ие возрастает. Пусть ^„->Х.. 
Имеет место равенство № = Л., так как в противном слу- 
чае № > А, и х(),) сходится по норме к х (№), что противо- 
речит (6.29). Для любой последовательности p,€(A,, Ao), 
сходящейся к Л., можно указать такую подпоследователь- 
HOCTb Mn (некоторые числа здесь могут повторяться), что 

А <<, = 0,...). 

Из теоремы 6.| следует тогда, что 

X (Hp) > ¥ (Ay) (k=1, 2,...); 

из полумонотонности нормы следует, что 

1, > т (0,)| @=Ь 2...) 
а из этих неравенств и из (6.29) следует, что выполнено 
первое из равенств (6.27). 

Итак, если не выполнено первое из равенств (6.27), то 
выполнено неравенство (6.28). 

Из (6.28) и из полной правильности конуса К вытекает, 
что х()) при ^—> Л, сходится к некоторому элементу х*. 
Переходя в равенстве 

к пределу при ^->Л,, получаем Ах” = Ах", причем х* - 6, 
так как х*’> хО) при ^Е(Д,, А.). Таким образом, A, He 
является границей позитивного спектра. Мы пришли к про- 
тиворечию. Первое из равенств (6.27) доказано. 

Аналогично доказывается второе равенство (6.27). 
Сформулируем полученные результаты в виде одного 

утверждения.
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Теорема 6.9. Лусть конус К вполне правилен. 
Пусть непрерывный ц\-вогнутый оператор А имеет один 
положительный собственный вектор. 

Тогда А имеет континуум собственных векторов Хх (\), 
который является значениями однозначной непрерывной 
и убывающей вектор-функции, определенной на позитив- 
ном спектре, который образует некоторый интервал. 
Выполнены равенства (6.27). | 

Нам представляется вероятным, что из непрерывности 
вогнутого оператора в пространстве с вполне правильным 
конусом (а возможно, и при меньших ограничениях на ко- 
нус) вытекает существование собственных векторов. Однако 
этот факт не доказан. 

3. Верхняя граница позитивного спектра вогнутого 
оператора. Продолжим изучение спектра положительного 
и непрерывного и’-вогнутого оператора А. Будем считать, 
что собственные векторы х (^), 

Ax (h) = dx (0), (6.31) 

образуют на некотором интервале (Л., Л.) однозначную не- 
прерывную и убывающую вектор-фуикцию, удовлетворяю- 
щую равенствам (6.27). Для этого достаточно, чтобы были 
выполнены условия теоремы 6.8 или теоремы 6.7. 

Пусть || 
вытекает, что Л. = со. 

Пусть 40 = 0; тогда A, может также быть равно -{ со, 
но может быть конечным положительным числом. Рассмотрим 
этот последний случай. 

Лемма 6.2. Пусть оператор А(А==8) имеет сла- 
бую производную А’(60) no конусу. Тогда А’(9) является 
мажорантой вогнутого оператора А. 

Доказательство. Допустим, что А’ (0) не является 
мажорантой. Тогда найдется такой ненулевой элемент ХСК, 

что А’(8) х > Ах, то есть А’ (6) х — АхЕК. 
Построим › линейный положительный функционал f (x) 

так, что 

                                  

ГТА’ (0) x — Ax] =a < 0. 

Очевидно, при 0 <ЁХ | 

74 (Oe Att) a+ f [AeA | <a.  
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Устремляя { к нулю и замечая, что 
lim f | A’ (8) a A (tx) —0, 

#>0 

приходим к неравенству а >0. Мы пришли к противоре- 
чию. Лемма доказана. 

В условиях леммы 6.2 А, < сю. Действительно, при 

‘Ss “ Ax (i) Ax (4) — A’ (8) x (A) _ АХО 1 Ах) — ) x r 

а |+ М 
а первое слагаемое в правой части ограничено при малых 
|[х (^)||, так как отношение 

Ах (^) — А’ (8) х (\) 
` их (^) 1 

слабо сходится к нулю. 
Ниже предполагается, что А’ (68) — это сильная производ- 

ая Фреше по конусу. 
Теорема 6.10. Пусть А’(9) вполне непрерывен. Тогда 

верхняя граница А, позитивного спектра оператора А 
является позитивным собственным значением опера- 
тора А’ (0). 

Доказательство. Вначале заметим, что в силу 
леммы 6.2 оператор А является монотонной минорантой 
оператора А’ (8). Из теоремы 5.8 вытекает тогда, что А’ (9) 
имеет положительные собственные векторы. Следовательно, 
А’ (68) имеет позитивные собственные значения. 

Выберем такую последовательность A, —> Ay, что элементы 

  

  

A’ (8) Cn сходятся к HEKOTOPOMY 3IeMeHTy YE K. Mepe- 

ходя в равенствах 

Anx (Ap) __ Ax (hn) — A’ (8) x (An) (8 X (hy) 

ie, 1x On) I А Отхорт 92) 
к пределу, убеждаемся в сходимости последовательности 

м) к элементу Хх = у ЕК. После перехода к пре- 
© (Aq) I 0 Ay 0 

делу получаем равенство 

А’ (6) хо == Лох. (6.33) 

  

Теорема доказана. 
Если А’(9) имеет единственное позитивное собственное 

число, то теорема 6.10 позволяет указать верхнюю границу 
позитивного спектра.
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4. Нижняя граница позитивного спектра, Нижняя гра- 
ница Л, позитивного спектра может быть равна нулю. В слу- 
чае <A, >0 исследование проводится тем же методом, 
который в предыдущем пункте был применен в случае 
Л. < со. 

Аналогично Лемме 6.2 доказывается, что слабая произ- 
водная А’(со) по конусу К (если эта производная суще- 
ствует) является на К минорантой оператора А. Если 
оператор А’(со) является при этом иу-положительным опе- 
ратором, то из теоремы 5.10 вытекаег, что все собственные 
значения оператора А не меньше (а следовательно, больше), 
чем позитивное собственное значение оператора А’ (со). По- 
этому из рассуждений, аналогичных доказательству тео- 
ремы 6.10, вытекает 

Теорема 6.11. //усть и-вогнутый, положительный 
и непрерывный оператор А имеет сильную асимптоти- 
ческую производную А’ (со) по конусу. Пусть опера- 
тор А’(со) вполне непрерывен и и,-положителен. 

Тогда Л, является позитивным собственным значе- 
нием оператора А’ (55). 

Если А’(оо) не обладает свойством иу-положительности, 
то Л, будет либо позитивным собствениым значением опе- 
ратора А’ (со), либо нулем. Если А’(со) не имеет позитив- 
ных собственных значений, то Л, ==0. 

Отметим, что теоремы 6.10 и 6.1] сохраняют силу для 
некоторых случаев, когда А” (0) и А’(со) не вполне непре- 
рывны. 

5. Операторы, вогиутые на части конуса. Пусть в про- 
странстве Е заданы два конуса К и К.. Пусть, как обычно, 
Ко=Кк и полуупорядоченность в Е введена при помощи 
большего конуса К. 

Допустим, что оператор А задан на Ку и оставляет Ку 
инвариантным. Пусть #, ЕК.. 

Все определения, данные в настоящей главе, переносятся 
на операторы, оставляющие инвариантным конус К., без 
изменений — нужно лишь требовать, чтобы соответствующие 
неравенства выполнялись лишь для элементов из Ку. Напри- 
мер, оператор А щ-вогнут на Ку если для любого нену- 
левого хЕК, справедливы неравенства (6.1) и если для 
каждого такого XE Ky, YTO a, (X) uy xX B(x) uy (a, (x) > 0, 
81 (х) > 0), и каждого положительного & < 1 можно указать
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такое \=—9(х, К) > 0, что 

A (tyx) > (1 bn) tyAx. 

Все доказанные до сих пор в этой главе теоремы со- 
храняют силу, если от вогнутых на всем конусе К опера- 
торов перейти к операторам, вогнутым 11a Ky, Доказатель- 
ства при этом не меняются. 

Доказательства теорем 6.1, 6.3, 6.4 не меняются и в том 
случае, если оператор вогнут на некотором множестве Гек 
более сложной природы, чем конус Ку. Нужно лишь тре- 
бовать, чтобы множество Гу вместе с каждым элементом х 
содержало все элементы fx (0 << 1). Примерами таких 
множеств могут быть конусные отрезки (0, W,), Mepeceue- 
ния К, конуса К с шаром ||х||<г, пересечения Ку (0, Wp) 
конуса К, с копусным отрезком (6, &,) ит. д. 

Теорема 6.2 сохраняет при переходе к множеству Т, 
силу, если оно вместе с кажлым элементом ху солержит 
конусный отрезок ($8, xy). Если же А, оставляет инвариант- 
ным конус КСК, то достаточно, чтобы Ту содержало все 
множества Ку (8, х) (СТ). 

Теорема 6.5 сохраняет силу, если АТС Т. 
Теоремы о сходимости последовательных приближений 

требуют изменения формулировок. Отметим лишь, что по- 
следовательные приближения 

х, == Ах, (п—=1, 2, ...) 

сходятся к единственному на К,(6, и,) ненулевому реше- 
нию х” уравнения х == Ах при любом ненулевом начальном 
приближении х.СК (60, ц,), если вполне непрерывный опе- 
ратор А вогнут на К, (6, и,) и если Ащ сх и,. 

Нетрудно также указать обобщения теорем настоящего 
параграфа. 

$ 3. Уравнения с выпуклыми операторами 

1. Выпуклые операторы. Пусть множество ГеК замк- 
нуто и обладает тем свойством, что вместе с каждым эле- 
ментом х OHO содержит все точки fx, где O<t <i. 
Пусть м, — фиксированный ненулевой элемент из Г.



$ 3] - УРАВНЕНИЯ С ВЫПУКЛЫМИ ОПЕРАТОРАМИ 219 

Оператор А назовем и)-выпуклым на Т, если для каж- 
moro ненулевого хЕСТ выполнены неравенства 

аи < Ах < Ви, (6.34) 

где а—=а(х), 8 =В(х) положительны, и если для каждого 
такого хЕТ, что в (х) щ < х < В (х) и, (5 (х), В (х) > 0), 
и для каждого положительного числа С (0, 1) можно ука- 
зать такое | 

= (Хх, к) > 0, 

Ах) < — 7) t) Ax. (6.35) 
что 

На уравнения с выпуклыми операторами не переносятся 
основные теоремы, доказанные в предыдущих двух парагра- 
фах для уравнений с вогнутыми операторами. В частности, 
неверна теорема единственности положительного решения. 

В качестве примера рассмотрим в двумерном простран- 
стве точек х = (&, &} оператор 

А (&, Eo = {it by, 4 аа, EN 

` (6.36) 
где = — достаточно малое положитель- 
ное число. Конус К пусть состоит из 
элементов с неотрицательными коорди- 
натами и, == {1, 1}. Очевидна и, -выпук- 
лость оператора (6.36). В то же время 
уравнение х = Ах имеет в конусе три 
решения. Чтобы найти эти решения, 
нужно найти такие & и &, что 

2+ 1 ы=а+ь =. ев. (6.37) ./] | 4% 
      

Равенства (6.37) можно рассматри- Рис. 1. 
вать как уравнения двух парабол в пло- 
скости {, &}. Графики этих парабол, как легко убедиться, 
имеют такой вид, какой показан на рис. 1. Поэтому суще- 
ствуют три решения в конусе К. 

В то же время существуют выпуклые на всем К опера- 
торы, для которых единственность решения ясна из других 
соображений. Пример подобной ситуации указан ниже, в гл. 7. 

e
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Отыскание возможно меньших дополнительных ограни- 
чений, при которых уравнения с выпуклыми операторами 
имеют единственное решение, является важной нерешенной 
задачей. 

2. Принцип единственности. 
Лемма 6.3. Пусть уравнение х = Ах с монотонным 

и)-выпуклым ‘оператором А имеет два ненулевых поло- 
жительных решения х* и х*. Тогда 

xt Stx™ (0<t< 1). (6.38) 

Доказательство. Допустим, что выполнено нера- 
венство x*< fix* при некотором ЁС(0, 1). Обозначим 

через & такое число, что х* Вх” и <” при Ё< К. 
Из (6.34) вытекает, что Ц > 0. 

В силу монотонности Аи в силу (6.35) 

* = Ах* < А(цх") < (1 — 4) fy Ax™ = (1 — ay) tx™, 

что противоречит минимальности fp, 
Лемма доказана. | 
Если и,-выпуклый оператор А обладает тем дополни- 

тельным свойством, что из 96 3 хуи х-у вытекает не- 
равенство Ау > Ах - = йу, Где = > 0, то имеет место более 

сильное, чем (6.38), соотношение х” < x™. Доказательство 
почти не меняется. 

В следующем параграфе лемма 6.3 будет применена 
в виде следующего принципа единственности: если в усло- 
виях леммы 6.3 конус К телесен и один из элементов 
х*"—х*", х*— х* может быть либо нулем, либо вну- 
тренним элементом конуса, то 

x” — x, 

5$ 4. Приложения к задаче о точках бифуркации 

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение 

Ах =Ах (6.39) 

с числовым параметром, который для простоты будем счи- 
тать положительным. Пусть 46 —=0; тогда уравнение (6.39) 
имеет нулевое решение @ при всех значениях параметра A,
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Число № называется точкой бифуркации для опера- 
тора А, если каждому = > 0 соответствует такое значение A, 
которое удовлетворяет неравенству 

|А— № <, 

при котором уравнение (6.39) имеет по крайней мере одно 
ненулевое решение х(^), удовлетворяющее условию. 

1х № [< =. 
Всюду ниже предполагается, что оператор А в точке 8 

имеет сильную производную Фреше 

А’ (9) = В. 

Лемма 6.4. Если оператор В — ^ имеет непрерывный 
обратный, то № не является точкой бифуркации. 

Доказательство. Так как В — ^/ имеет непрерывный 
обратный оператор, то 

|Вх —№х] 2 %|х| (EF), 
где А > 0. Выберем гу так, что при ||х|| < го выполняется 
неравенство 

К 
[Ах — Bx|| << |x|). 

Тогда при А <, НХ <, 

Ах > Вх -— Ах Вх 1—1 [> 2. 
Значит, уравнение (6.39) при |^— № | < 0 не имеет ненуле- 

вых решений, удовлетворяющих неравенству ||х| < 7p. 
Лемма доказана. 
Таким образом, точки бифуркации нужно искать среди 

точек спектра оператора В. 
Допустим, что положительное число № является изолиро- 

ванной точкой спектра линейного оператора В. Оказывается 
(см. М. А. Красносельский [5]), что этого недостаточно для 
того, чтобы № было точкой бифуркации (даже если №, имеет 
конечную кратность!). Требуются дополнительные предполо- 
жения либо о кратности собственного значения А, либо 
о свойствах производных высших порядков оператора А 

в точке 0.
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Если известно, что собственное значение Х, линейного 
оператора А является точкой бифуркации, то возникают 
естественные новые вопросы. Основные из них относятся 
к свойствам совокупности тех близких к № значений ^, при 
которых уравнение (6.39) имеет ненулевые решения: рас- 
положены ли эти ^ по обе стороны от № или одну (но 
какую?), заполняют ли эти Х полностью какой-либо интер- 
вал, одним из концов которого является Х, и т. д. Далее, 
важно знать, сколько есть малых ненулевых решений при 
заданном Х, как меняются эти решения при изменении A. 

2. Основной результат. Ограничимся рассмотрением 
случая, когда № >0 и № является простым собственным 
значением линейного оператора В. Будем считать, что каждый 
элемент хЕЕ допускает единственное представление в виде 

х =Рх + Е(х) Ву, (6.40) 

где й, — нормированный (|! || = 1) собственный вектор опе- 
ратора В, соответствующий собственному значению №, 

Bhy = doho: (6.41) 

Р — линейный оператор проектирования на инвариантное 
для оператора В подпространство Бу, &(х) — линейный 
функционал, удовлетворяющий условиям 

(Йо) =1, &(x)=0 (x EE). (6.42) 

Если В рассматривать только Ha Ly, TO № не будет при- 
надлежать его спектру: 

(B — gl) Ey = Eo: || Bx — yx || > — 1х (x € E,). (6.43) 

Если В — самосопряженный оператор, то формула (6.40) 
‚ приобретает особо простой характер: Р — оператор ортого- 
нального проектирования на ортогональное к Й, подпро- 
странство Ву, &(х) == (х, fp). 

Оператор В очевидным образом коммутирует с Р и имеет 
место формула 

Вх =РВх-- № (Х) Ay (x EE). (6.44) 

Будем считать, что оператор А(АЗ —==0) допускает пред- 
ставление 

Ax = Вх -- Сх- Бх, (6.45)
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где В — линейный описанный выше оператор; С— однородный 
оператор некоторого порядка $ >> |, то есть 

С (1х) ==ЁСх ([-с2< «< о, хЕБ (6.46) 
и 

|| Cx, — С < И — ЖП (хи |< п), (6.47) 

р — оператор высшего, чем $, порядка малости, то есть 

| Dx || = 0 (|| x|{°), (6.48) 
И 

Юх, — Вх. < а, (г), — х2| (Иж, 1х2 <г), (6.49) 

где 

ни 91 (7) __ Пт пут == 0. (6.50) 

Ниже будет показано, что при перечисленных условиях hp 
будет точкой бифуркации для оператора А. Чтобы получить 
ответ на вопрос о TOM, при каких близких к № значениях Х 
уравнение (6.39) имеет решения с малыми нормами (и сколько 
имеет таких решений), естественно применить следующую 
приближенную вычислительную схему. 

Будем искать приближенные ненулевые решения х()) 
уравнения (6.39) в виде 

x(k) == aly oe (6.51) 

Оператор А заменим приближенно оператором А=В- С. 
Для определения значейий х воспользуемся равенством 

Е (Ах — ^х) =0. (6.52) 

Уравнение (6.52) можно расписать в виде 

a (Clty) 0, —Ха=0. 

Нулевое решение этого последнего уравнения. соответствует 
тривиальному нулевому решению 9 уравнения (6.39). Ненуле- 
вые решения определятся из уравнения 

об-е (С =. о (6.53)
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Ясно, что этим приближенным уравнением можно пользо 
ваться лишь в случае, когда 

$ (СП) 5-0. (6.54 

Это предположение описывает «общий случай». 
Оказывается, что выводы, которые можно получить пр: 

анализе приближенного уравнения (6.53), правильно отвечаю: 
на поставленные выше вопросы. 

Имеет место 
Теорема 6.12. Густь выполнено условие (6.54). Тогде 

можно указать такие гг >0 и 4 >0, что справедливь 
следующие утверждения: 

1. Уравнение (6.39) при ^=\ не имеет ненулевых 
решений в шаре |х| <п.. 

2. Если $ четно, то при |\—№| <%5 О(--№ урав: 
нение (6.39) имеет в шаре ||х|<гу единственное непре:- 
рывно зависящее от Х ненулевое решение х(^), причем 

sign §[x (A)] = яп Е (Св) + уют О — №), 

[5х (0) — О < М1 0" (6.55; 

1 ! 

M, (| A Ag | 87! <I] * AILS My Q)[A— Ag] 871, (6.56 
где 

1 
lim M, () =lim M, (A) =| (Chy)| 8-2. 
Ady ^> № 

3. Если $ нечетно и (С) > 0, то уравнение (6.39 
не имеет в шаре |х|<ту ненулевых решений при 
Е 0—5, ^У и имеет ровно два непрерывно зависящих 

от \ ненулевых решения х/ (1) и х.(%) при ХЕ(\, 5). 
Эти решения удовлетворяют условиям (6.55), (6.56) 4 

$121 8 [х, ©)[ > 0, вп Е [хо (4)] < 0. (6.57) 

4. Если $ нечетно и (СВ) < 0, то уравнение (6.39, 
не имеет в шаре |х|<ту ненулевых решений при 
hE (\, 55) и имеет ровно два непрерывно зависящих 
от \ ненулевых решения х. (\) и х.(%) при ЛЕ — 5, №). 
Эти решения удовлетворяют условиям (6.55), (6.56 
u (6.57).
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Теорема 6.12 становится обозримой, если вычертить 
примерные графики функций &[х (^)] для различных случаев. 
Эти графики имеют такой вид: 

  

$ VERO $ ИРИ 

  

E(lh,) >0 

  

  

Elli )<0 

  

        
  

Во многих задачах механики (возникновение волн, потеря 
устойчивости упругих систем и т. д.) в уравнении (6.39) 

1 
параметр Х имеет вид = и ненулевые решения возни- 

кают лишь при значениях параметра №, больших чем бифур- 

1 
кационное значение м == -— (м — критическая скорость дви- 

0 

жения жидкости, |4, — критическая нагрузка Эйлера и т. д.). 
Из теоремы 6.12 вытекает, что в уравнениях (6.39), описы- 
вающих такие процессы, должны фигурировать операторы А, 
в представлении (6.45) которых за линейным членом В идут, 
вообще говоря, члены С нечетного порядка, причем знак 
этих нечетных членов противоположен знаку линейного 
члена. 

Настоящий параграф посвящен доказательству теоре- 
мы 6.12. Применяемый метод исследования в существенной 
части не зависит от кратности собственного значения №. 
Однако случай кратного собственного значения требует 
привлечения понятий комбинаторной топологии, в связи 
с чем мы его здесь не касаемся. 

3. Кривая подозрительных точек. Оператор В — 4 
имеет, по предположению, на инвариантном подпространстве Е’ 
‘непрерывный обратный В (№). Пусть (В 0) |< то. 

Как известно, операторы В — ^/ при близких к № зна- 
чениях A также имеют на В, обратные К(^). Нетрудно 

15 Зак. 2918. М. А. Красносельский
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видеть, что R(A) представим рядом 

R (A) x == R (hp) © + (Ay — A) R? Ap) x .. 

vee (gp — ARO) e+e.) (KX EE), 
откуда 

ГВ 0) ще... МАГ" ..., 
то есть 

  [8 0) [< о _ (6.58) 
— | № —h! mo" 

Все дальнейшие рассуждения проводятся в предположении, 
что рассматриваются лишь такие ), при которых 

[К (0) |< 2%. | (6.59) 

В силу (6.58) последние неравенства выполнены, если. 

| 1 
А — №1 < 9. (6.60) 

Зафиксируем ^Х и будем искать такие элементы x, что 

P (Ax —^х) = 9. (6.61) 

Нас будут интересовать при этом лишь те решения, которые 
имеют достаточно малую норму. 

Оказывается, что уравнение (6.61) имеет континуум 
‚решений. При этом каждому достаточно малому числу а 
‘соответствует единственное решение х уравнения (6.61) 

с малой нормой и такое, что &(х) = а. Это решение будем 
обозначать через х,. Тогда 

х. =Рх, ай. (6.62) 

‘’гобы доказать существование решений вида (6.62) урав- 
‚ нения (6.61), воспользуемся представленигм (6.45) оператора А 
‚и равенством (6.44). Тогда уравнение (6.61) примет вид 

(B—)I) Px 4+- P(Cx 4+ Эх) =9. 

"Если решение последнего уравнения искать в виде (6.62), 
‘то это уравнение можно записать в виде 

(BM) Px, + P[C(Px, +-ah,) + D (Px, + ah,)) =9 
(или 

Px, == — R() P[C(Px, + ahy) + D (Px, + ahy)}. (6.63)
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Введем в рассмотрение операторы 5$ (а): 

S (a) y= —RQ)PIC(y+ 4h) +D(y+ah)] (yEE). (6.64) 
В силу условий (6.47)—(6.50) можно выбрать такое гу, что 

операторы 5 (а) при |«| < в шаре Т {|| <то, УЕЁ} 
удовлетворяют условиям принципа сжатых отображений: 
операторы $ (&) преобразуют шар Т в себя и на этом шаре Г 
удовлетворяют условию Липшица 

|S (a) y, — $ (2) voll< q|{¥; — Voll (6.65) 

(Yrs VEE Lyall. ll voll< 70) 

c mocrosHHoh g< 1. W3 принципа сжатых отображений 
вытекает существование и единственность в шаре Т решения 
уравнения 

у== $ (а) у (6.66) 

при | «| < г. Уравнение (6.66) совпадает с уравнением (6.63). 
Вектор-функция (6.62) сильно непрерывна по а и, более 

того, удовлетворяет по а условию Липшица. Действительно, 
из равенств 

Рх., =— В (0) P[C(Pxe, + а) + Б(Рх. ав), 

P xq, == — В )Р[С(Рха, | ай) -- О (Рх, во) 
и из (6.65) следует, что 

ИРхи, —Рха. |< а (Рхи, — Рхи, | + а, — а), 
откуда 

ПР, — Ро |1 — |. (6.67) 

Каждое решение уравиения Ах ==Ах является одновременно 
решением уравнения (6.61). Поэтому ненулевые решения 
уравнения Ах =Ах можно искать и нужно искать лишь на 
кривой х=х,, которую будем обозначать буквой Г. Это 
существенно упрошает задачу, так как кривая Г гомеоморфна 
отрезку. 

Отметим одно свойство кривой Г. 
В силу (6.46) и (6.48) 

[15 (2) 38 РИ +D Gh) < Е |&«Ё. (6.68) 

15* 
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Из (6.65) тогда вытекает неравенство 

|Рх.|| = 15 (а) Рх.|<]5 (9) 91 + 
+ 1$ @Рх, — $ (а) |< аРх.| 1, (у, 

откуда 
| L 
иРх,| < та 

Из вывода неравенства (6.65) следует, что 4->0, если 
ro— 0. 

4. Существование ненулевых малых решений. Для 
того чтобы точка х, на кривой Г была решением уравнения 
Ах==\х, необходимо и достаточно выполнения равенства 

(Ах — Ах) = 0, (6.70) 

которое мы перепишем в виде 

E{C(Px, + aho)} +-§ {D (Px, + afo)} = (A— №) а. (6.71) 

Введем обозначение 

$ (а) = {C(Px, + ah,) — C(ah,) + D(Px,-+-ahy)}. (6.72) 
В силу условий (6.47)—(6.50) и неравенства (6.69) 

[а (fal <ry). (6.69) 

g (a)==9, (a) [a] E(Ch), ¢_ (a) =0 (1). (6.73) 

Равенство (6.71) можно переписать в виде 

Е (Со) [1 + 2, (2)] == «(0 — №). (6.74) 

Существование или отсутствие непулевых решений у урав- 
нения (6.74) равносильно существованию или отсутствию 
ненулевых решений у уравнения Ах == Ах. 

Выберем число E(0, гу) так, чтобы при fal< ay 
выполнялось неравенство 

1 
Pol << zy 

Будем искать ненулевые решения уравнения {6.74), удовле- 

творяющие условию || <. Эти ненулевье решенша опре- 
делятся из уравнения 

5— Х — № 
[1 +- Gp (a) а ‘= Ch’ (6.75) 

Анализ решений проще всего провести графическим путем,
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При ^==^№ уравнение (6.75) не имеет ненулевых реше- 
пий. Этим доказано первое утверждение теоремы 6.12. 

График непрерывной функ- 

  

ЦИИ в 

В= [1 -- $ (а) 1 (6.76) 
заключен между графиками MUL) 

двух функций 

— ao, — ae}, 4 

При четном $ (рис. 2 сделан >   

для случая $ =2) функция В 
принимает положительные зна- 
чения при я«>0 и отрица- 
тельные при «< 0. Поэтому 
уравнение (6.75) имеет поло- 
жительные рещения и не имеет 
отрицательных решений, если 

sign (A — Ao) = sign § (Ch,). 

  
Рис. 2. 

Аналогично уравнение (6.75) имеет отрицательные решения 
и не имеет положительных решений, если 

sign (A — Ay) == — sign £ (Chy). 

При нечетном $ (рис. 3 сделан для случая $=3) функ- 

A 
A lg 

  

|   
Рис. 3. 

ция (6.76) принимает только положительные значения. По- 
этому уравнение (6.75) не. имеет ненулевых решений, если 

sign (A — Ay) == — вп & (СВ),
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и имеет по крайней мере одно положительное и по крайней 
мере одно отрицательное рещения, если 

sign (A — h,) = sign §(Ch,). 

Полученный результат полностью доказывает ту часть 
утвержденной теоремы 6.12, которая относится к существо- 
ванию или отсутствию ненулевых решений. 

5. Оценка норм ненулевых решений. Из (6.75) вытекает, 
что для решений х(^) уравнения Ах = Ах (если эти решения 
существуют) справедливы неравенства 

1 1 

Ny A)A— №515 ADI < No (AYA —Ag| $72, (6.77) 
причем 

1 

lim N, (A) = lim №5 (А) == [8 (СЁ) | 5—1. 
A>, A -» A, 

Из (6.69) вытекают неравенства 

ИРх 0) < МЕ [х ОИ*. (6.78) 
Поэтому 

|= ОР НЕО | | 
«ММФР — Ag =F Ny Qk — № [т 

  

И 

1091 > [ele OI —IPx Ol > 
т _$_ 

> М, [А — Dol SE — Ng IN2 AI |A — Aol ST, 
то есть 

oT al 
М, О — =? <x < М, — т, 6.79) 

где 
1 

lim M Х) —= 11 М А) — CCh “sal. Lo 1 (A) Tim 9 () = |ECCH,)| 

Неравенства (6.78) и (6.79) являются соответственно 
неравенствами (6.55) и (6.56). 

Таким образом, доказательство теоремы 6.12 будет 
‚ завершено, если мы покажем, что ненулевые малые реше- 

ния х (^) (при тех значениях ^, при которых они существуют)
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единственны при заданном знаке &[х())], и если будет 
доказана непрерывная зависимость х(^) OT A. 

6. Лемма о положительности оператора. Предположим, 
что спектр оператора В, рассматриваемого на Ех, лежит 
в круге, радиус которого меньше А, где ky < 1. 

В силу леммы 2.2 в Еу может быть введена такая экви- 
валентная первоначально заданной норма |х| <, что 

1 Вх ||с < Rodp |] ¥ [lo (x € E,). (6.80) 

Во всем пространстве Е можно ввести такие нормы, которые 
на В, совпадают с ||х|.; их можно определить, например, 
равенством 

I] Hl, = |] Px [lot 1 § CD] (x € E) 
ИЛИ “ 

Пх|ь==У Рх|о-- |400 (ЕВ. 
Дальнейшие рассуждения не зависят от Того, каким образом 
норма ||х!о продолжена с Е, на Е; ниже за продолженной 
нормой сохраняется обозначение |х|‹. Будем считать, что 

оо = 1. 
Если В — самосопряженный оператор в гильбертовом 

пространстве, то переходить к новой норме не нужно, так 
как норма самосопряженного оператора равна радиусу 
наименьшего круга, в котором лежит спектр. 

Через К\(Ёу 6) (см. стр. 33) обозначим допускающий 
оштукатуривание телесный конус, выделенный условия- 

ми (1.20): 

  

E(x) 0, |Рхь (>), (6.81) 
где р— некоторое положительное число. Из (6.81) оче- 
видным образом вытекает неравенство 

1х [о <|Рх|о |8 (х) Allon <Q + p) § (x) (x EK (My, p 

(6.82 

Оператор В оставляет каждый KoHyc K (hy, p) инва- 
риантным. Для элементов хХЕК(й%, р) с малой нормой это 
свойство переносится на оператор А. 

Ниже через Г(р; г) обозначается пересечение конуса 

К (Ну, р) с шаром |ху| < г.
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Лемма 6.5. П0 каждым положительным р и р 
может быть построено такое г, > 0, что 

AT (p, ro) K (Mg р) 

при р <«р«рю. Более того, г, можно выбрать так, 
umo Ax (xET(p, ro), x#9) являются внутренними эле- 
ментами конуса К\(йу 2). 

Доказательство. Число Гу выберем так, чтобы при 
|х|о<.го выполнялось неравенство 

|Cx +- Dx]]o < 4х, (6.83) 

где 8, настолько мало, что 

№ — |816 (1 р») > 0, 

H MPH py << P< ho 
Rydop + 35H Pil +- e) 
hyo — EHS (1 + ee) 

°— Пусть хЕТф, го) и х=0. Очевидно, 

(Ax) = (Вх) +5 (Сх + Вх) >. №5 (х) — СХ Вх 
откуда в силу (6.82) и (6.83) 

(Ах) > о —1 Е ИЕ 2. (6.85) 
Полученное неравенство означает, что для элементов 

Ах (ХЕ ТФ, го), x #9, р-р.) 
выполнено условие 

== р* «р. (6.84) 

(Ах) > 0. 
Аналогично 

[PAX |p < || BPX ||, + |] P (Cx + Dx) Ifo < Rydol] Px lly + 
| | Рю, 
‚ откуда 

|| PAX |]y < [Rodop + 8 |] P11 + pl < (%) 
ив силу (6.85) 

Rohop + Boll Pil + 9) PAx oe о Ах). IP Axllo STE Fe) (4%) 
Последнее неравенство в силу (6.84) означает, что эле- 

мент Ах является ненулевым элементом конуса К (Йу, р”) и, 
следовательно, внутренним элементов конуса K (4p, 0). 

° 
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Лемма доказана. 
Заметим, что лемма справедлива без предположений 

о свойствах операторов Си ВР. Достаточно, чтобы В был 
сильной производной Фреше А’(9) оператора А. 

7. Лемма о монотонности оператора. Ниже исполь- 
зуются полуупорялоченности, порожденные различными ко- 

p 
нусами К (Йх, р). Будем писать ху, если у— ХЕК(В, р). 

Пусть выполнены условия предыдущего пункта. 
Лемма 6.6. [10 каждым положительным р; ирь (©, «ро) 

может быть указано такое г, > 0, что на всем шаре 
T {|| x|| <ro} onepamop A монотонен в смысле полуупо- 
рядоченности, порожденной каждым конусом K (Ny 5) 

(P1 <P < Po). 
Доказательство. Число гу выберем так, чтобы при 
|0 <» |0 < Го выполнялось неравенство 

|| Cx, + Dx, — сх, — Вх <, — х, |» (6.86) 

где 8, настолько мало, что 

№ — 8168, (1-Е рэ) > 0, (6.87) 

и при Py P< py 
Rohop + li PIS, Cl + pe) — 0** 

ly— eRe, Fm) 6 <P (9-88) 
Пусть х, < хо. 
Из равенств 

Ax, = Bx,+Cx,+ Dx, Ax ,=Bx,+Cx,+ Dx, (6.39) 

вытекает, что 

Е (Ах, — Ах) == № (хх. — ¥,) + § (Cx. + Dx, — Cx, — Dx,)> 

> Nok (X%_ — Hy) — [EMS | — х, ||, 
откуда 

Е (Ах. — Ax,) > [hyo —|]El]8, C1 + pad] E (4g — 2%). (6.90) 

Из тех же равенств (6.89) вытекает, что 

|Р (Ах. — Ах,) | < 

<|ВР (х. — хо НР] [С + Вх, — С» —Бх |< 

Soll P a — <) |6 НР 1х — хр < 

< № +8 а -Н 268 — х)),
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откуда в силу (6.90) 

__ Roop +I PIS, (1 + о) ; __ 1 
|| P (Ax, Ах!) | < ho — IE] 8, (1 + рэ) ° (Ах. Ах,). 

Последнее неравенство в силу (6.88) означает, что 

  

о 
Ах. — Ах СК (Й, 0), то есть Ах, < Ах.. 

Лемма доказана. 

Лемма может быть усилена, папример, в следующем 
направлении, Пусть №6 < р; < рэ; тогда г, можно выбрать 

так, что па шаре ||х|<’, оператор А монотонен в уси- 

Po Py 
ленном смысле: из xX,;< х. следует, что Ах, < Ах.. Отме- 
тим также, что в условиях леммы не использованы все 
свойства операторов Си РД. 

8. Доказательство единственности в специальном 
случае вогнутого оператора. 

Лемма 6.7. Если 

(СИ) < 0, (6.91` 
_ то найдутся такие числа р ир (9 «р -ь) и тако: 
число гг >0, что для каждого хЕТ(ф, г) и каждогс 
4Е (0, 1) можно указать такое т>0, что 

Po 
A (Ey x) > (U1 + 9) t, Ax. (6.92 

Доказательство совершенно простое, но требуе” 
громоздких выкладок. 

Число р, выберем так, чтобы выполнялось неравенств‹ 

- $ (СА р-р" <, (6.93, 
‘где 9, — коэффициент из условия (6.47). Число р» выберем 

так, чтобы выполнялось неравенство 

PCA |lo +-9ll Pile C1 +p) < #2-|&(Chy) |. (6.94) 

Подчеркнем, что число р» можно считать сколь угоднс 
большим. 

Пусть хЕК (Йь 61). Тогда 

х=РхЕ к, 0920, ПРО (Я.
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Очевидно, 

|| Cx — CLE (X) Mal lo <<Go CL py [ECT Px lly < 
<’ ЕСГ. 

Поэтому 

— &(Cx) = — ВОР -НЕ (С [Е (<) в] — Сх} > 

> [Е (СИ |-— о +9.) “a E Cor 
и в силу (6.93) 

— (<> ЕЕ. ^^ 6.95) 
Аналогично 

ИРСх | <|РОЕЕ О Aol lo +I] P (Cx — CIE (*) Al \ lo < 
< ПРб | НР а +e ale Or 

и в силу (6.94) 

[РСх о < 2 (С ЕСО. (6.96) 

Из (6.95) и (6.96) вытекает, что элементы — Сх (х=0) 
при ХЕК (Йо; 2:) принадлежат KoHycy K (My, po) вместе 

с шаровой окрестностью радиуса К, |х||5, где 

R= Po 1S (Ch) | 

ИРИ Е (6.97) 
Действительно, если 

ly llo < Roll ¥ lo. 
то в силу (6.95) 

Е СУ — Кб — 0 РЕ — 
, (СЛОГ 1х ; Е > рр ИНЬ,   

откуда 

    
_ С pa , 

(Cx +> Gs ly — TGP ney | 
Аналогично 

|P (— Cx + y) [lo <I PCx]]) +] Pyllo< 
1Е (Св ак» lel HIP < 

Е (Со) | 12 ; 
< ау. [+ + spit py lls 
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Поэтому 

|| P (— (ХУ < 28 (— СХ У). 

Выберем число г, так, чтобы выполнялись неравенства 

Рио (1 — seer) Roll lls (|< (6.98) 
И 

|2, — Ро < и -—х Ию мо < го. (6.99) 
Тогда при |х| < гу будут выполнены неравенства 

[2 (6,5) — tD x |p < — #8) “2 IJxll6 (0 <ty <1). 6.100) 

Действительно, при << в силу (6.98) 

\|D (ox) — Allo S ||D НР хо < 
1 5— 5 < (1—2 

1 
откуда следует (6.100). Если же << Ь, то в силу 

’ (6.98) и (6.99) 

ПРО прое яя р S 

<-> (1— 9s— seat) Rollxll8+ Xo (1—6) |6 < 

  
1—t 1— 
<< fot £00) poli’ 

и снова выполнено неравенство (6.100). 
Из (6.100) вытекает, что элементы 

— (— ty + to) Cx — [t.Dx — D (tpx)] ЕТ, п), O<t) <1) 

‚ входят в К (Йу, рэ) вместе с шаровой окрестностью радиуса 

Co ti) <2 | x Jo. 

Зафиксируем теперь xET(p,, ro)(x#0) u fE (0, 1). 
Выберем такое 7 >> 0, что 

Вх хх, < (К — 8) > ° |х|о, (6.101)
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тогда 

(— t+ #8) Cx — |tDx — Вах — 
— 1 (К Вх | 6 Сх + ЕБхЕК (В, ро), 

то есть 
Po 

C (ty) -+ D (tx) > tfyBx + (1-41) ty (Cx +. Dx), 
откуда | 

Po 

A (f)x) > (1 + 9) t)Ax. 

Лемма доказана. 
Леммы 6.5, 6.би 6.7 означают, что оператор А моно- 

тонен и й-вогнут на некотором Т(р;; го) в смысле моно- 
тонности, порожденной конусом К (Йз, 05). Из теоремы 6.3 
вытекает, что уравнение AX = Ax пе может иметь на Г(р\, Г) 
более одного ненулевого решения. Вне Т(ру, гу) ненулевых 
малых решений нет в силу (6.78). 

Этим рассуждением завершается доказательство единст- 
венности при §(Ch,.) < 0 (в специальном предположении 
о спектре оператора В) ненулевого решения х (^), для ко- 
торого & [х (^)] > 0. | 

9. Доказательство единственности в специальном 
случае выпуклого оператора. Как и в предыдущих трех 
нунктах, будем считать, что спектр оператора В, рассмат- 
риваемого на Е, лежит в круге, радиус которого меньше 
Rody где Ry < 1. 

Лемма 6.8. /ГГусть в лемме 6.7 условие (6.91) заме- 
нено условием 

(Сто) > 0. (6.102) 

Тогда найдутся такие числа р и р (0 < рр») и такое 
число ry >0, что для каждого ХЕГ(р,, гу) и каждого 
Е (0, 1) можно указать такое 1>0, что 

фр 

A (tox) < (1 — 1) tyAx. (6.103) 
Доказательство близко к доказательству леммы 6.7. 

Числа р, И ро выбираем так, чтобы выполнялись неравен- 
ства (6.93) и (6.94). Те же рассуждения, которые были ис- 
пользованы при доказательстве леммы 6.7, приводят к за- 
ключению, что элементы Сх при x EK (Ap, py) принадлежат
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KoHycy K (hp, po) вместе с шаровой окрестностью радиуса 

Ю|х |6, где Ю, определено формулой (6.97). 
Далее выбираем г, так, чтобы при |х|, <Г выполня- 

лось неравенство (6.100). Тогда элементы 

(t, — th) Cx 4-t Dx — D (t)x) 

BXOAAT B K (ho, po) вместе с шаровой окрестностью радиуса 

(t, — #8) £0 \| x6. 
При фиксированных хЕТ (0; ro) u 1&Е(0, 1) можно 

‚указать такое 1 > 0, чтобы выполнялось неравенство (6.100). 
‘Torna 

¢ ty — to) Cx + Dx — D (t,x) — 
— 46) (Bx +-Cx + Dx)E K (В, ро), 

    

‚то есть 

p 
C (t,x) +-D (t,x) < — Ht) Bx + (1 — 4) tf, (Cx + Dx), 

откуда следует (6.103). 
Лемма доказана. 
Леммы 6.5, 6.би 6.8 означают, что оператор А при усло- 

вии (6.102) монотонен и й,-выпукл на Т(р}, Го) в смысле полу- 
упорядоченности, порожденной конусом К (Йу, рэ). Но тогда 
можно применить изложенный в $ 3 принцип единственно- 
сти для уравнений с вогнутыми операторами. Действительно, 
если мы предположим, что уравнение Ах —=Ах при некото- 
ром ^ имеет на Т(р.; гу) (7, достаточно мало) два ненуле- 
вых решения х, и х., то из (6.67) вытекает, что либо 

|Р (х, — х.)|| < Tag ta хо), 

либо 

|Р (%2— x) I]< 

  

а 8% — ху. 

  

Без ограничения общности можно считать, что а ХР: 
Тогда один из элементов х| — хо или х. — Хх, apaseres либо 
нулем, либо внутренним элементом конуса К’\(йц; ро). Из 
принципа единственности вытекает, что х, == №.



§ 4] ПРИЛОЖЕНИЯ К ЗАЛАЧЕ О ТОЧКАХ БИФУРКАЦИИ 239 

Рассмотренные в этом и предыдущем пунктах случаи 
охватывают следующие сочетания значений & (СА) и \: 

А и §(Ch)>0 
ИЛИ 

Оставшиеся случаи легко сводятся к этим, если ввести 
обозначения hy =—- Ay, & (5х) = —&(%). 

10. Доказательство единствеиности в общем случае. 
Пусть задано семейство А (3) (18 — В |< То) нелинейных опе- 
раторов, каждый из которых допускает представление 

А (В) = В (В) - СФ) +В (3), (6.104) 

где В (В) — линейные операторы, каждый из которых задан 
равенством 

B (8) x = В (8) Рх №2 (х) в (6.105) 

(оператор Р проектирования Ha E>, функционал &(х) и эле- 
мент й, от @ не зависят); операторы С(В) однородны по- 
рядка $, причем справедлива оценка 

|| C (8) x, — CB) ха Wey — all Их, |<), 
(6.106) 

в которой 4% не зависит от 8; операторы В (3) состоят из 
членов высшего чем $ порядка, причем справедливы оценки 

max||D Фх| = 0 (51 (6.107) 
И 

|D@)x,—D®@ all<aOMlla—ll (lal all<o. 
(6.108) 

где 4, (Г) = 0 (г5-\) и 4, (Г) от В не зависит. 
Пусть % >0 и нормы всех операторов В (В), рассмат- 

риваемых Ha E>, равномерно ограничены числом Rodo, 
где № < 1: 

[В (8) х|< &^|х| WEES |B—Bol<yo). (6.109) 
Наконец, предположим, что выполнено условие 

СВ |< Е", (6.110) 

где и #** — положительные числа.
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Повторяя рассуждения. проведенные при доказательстве 
лемм 6.0 —6.8, убеждаемся в существовании таких о; И (о 
и такого г, > 0, что на Т(р,, Го) каждый оператор А (В) 
монотонен и либо Й,-вогнут. либо й,-выпукл (в зависимости 
от знака [С (В)#)]) в смысле полуупорядоченности, опре- 
деленной конусом К (И, р5). Число р» можно считать доста- 
точно большим. Все числа р|, ро, Гу не зависят от 8. 

Перейдем к изучению уравнения Ах==^Ах, где А допу- 
скает представление (6.45). Уравнение 

Ах =Ах (6.111) 

‘эквивалентно, очевидно, системе 

ВРх +-P(Cx + Dx)=)Px, (6.112) 

Age (x) +.&§(Cx + Dx) = №(х). (6.113) 

Первое из этих уравнений эквивалентно уравнению 

ЮО)Р(Сх + Ох) =Рх, (6.114) 

где Ю(^) — рассматриваемый на Е’ обратный к В — М опе- 
ратор. Система (6.113) — (6.114) эквивалентна одному урав- 
нению 

АЕ (х) и + AR (A) P(Cx + Dx) +8 (Cx + Dx) hy =x. (6.115) 

` Таким образом, уравнение (6.111) эквивалентно уравне- 
нию (6.115). 

Рассмотрим операторы 

AA) = (<) +^КОР(Сх + Вх) Е Е(Сх + Dx) Ny. 

(6.116) 

_ Эти операторы допускают представление (6.104), где 

| Bd) x = Agi (x) Ny (6.117) 

C(A) x = hR (A) PCx +& (Cx) Ny (6.118) 

D (s) x =)RQO PDx +4 (Dx) hy. (6.119) 

Все перечисленные в начале пункта свойства вытекают 
из соответствующих свойств операторов С и 2), так как 
при значениях ^, близких к №, нормы операторов К (\) 
равномерно ограничены.
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Так как ^А (^) РО%БЕЕь то 

ЕСО) №] == 818 (Сто) Яо] == (С№). 

Значит, условие (6.110) выполнено, если §(Chy) #0. Creno- 
вательно, все операторы (6.116) при достаточно близких 
к ^№ значениях ^ на одном и том же множестве 7 (9). 7) 

одновременно Й,-вогнуты или Й,-выпуклы в смысле полу- 
упорядоченности по конусу К (Ё,, ро) в зависимости от того, 
каков знак числа #(Сй,). 

Допустим, что &(СЁ,) < 0. Тогда операторы А(^) во- 
гнуты и, следовательно, уравнение А(^) х=Ах на 7 (p,, г.) 
имеет не более одного ненулевого решения. Из эквива- 
лентности уравнений (6.115) и (6.111) вытекает, что на 
Т (р1, Го) Уравнение (6.111) имеет не более одного ненуле- 
вого решения при значениях ^, близких к А. Из (6.78) вы- 
текает, что все решения х(^), для которых E[x(A)] > 0, 
лежат в Т(р., Го). Этим доказательство единственности за- 
вершается. 

Допустим, что &(СЁ,) > 0. Операторы А(Х) тогда вы- 
пуклы, и из принципа единственности вытекает, что различ- 
ные решения х” и х*” уравнения А(\) х=Ах (то есть 
уравнения Ax==hx) обладают тем свойством, что х* — х* 
и Хх“ — х" — не внутренние элементы конуса К (Ёу, р). Это 
противоречит (6.67). Таким образом, и в случае & (СА) > 0 
ненулевое решение на 7 (р,, гу) единственно. 

Случаи, когда существуют ненулевые решения х (^), для 
которых ЕЁ[х (^)]| < 0, сводится к рассмотренному, если про- 
извести замену hy == — Ay, &(х) = — & (x). 

11. Непрерывная зависимость от параметра. Допустим, 
что уравнение Ах==Ах имеет ненулевые решения x (A) 
(S[x()] > 0) при ЛЕ (\, А), где Х, достаточно близко к dp. 
Положим х(\)=0. По уже доказанному вектор-функция 
х(\) однозначна. Из (6.79) вытекает непрерывность этой 
функции в точке Ah, 

Рассмотрим уравнение 

у== — К (Ро + oho) + В (ут 4%), (6.120) 

rhe х положительно и лостаточно мало, а Х достаточно 

близко к №. Значения оператора $ (а), 

S(a)y==—R(Q)PI[C(y + 4h) +Dly ah), (6.121) 

16 Зак, 2918, М. А. Красносельский
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принадлежат В. Поэтому решения уравнения (6.120) ‘ищем 
в Е,. Из свойств операторов Си В вытекает, что опера- 
тор $ (а) преобразует некоторый шар 7х {[у|| < г, УЕ Е 
в себя и на этом шаре удовлетворяет условию сжатия. Из 
принципа сжатых отображений вытекает существование 
и единственность решения у=у(^; а) уравнения (6.120) 
в шаре Г. 

Резольвента А(\) оператора В в подпространстве Е, 
удовлетворяет, как известно, операторному уравнению 

RN—R(YY)=A—pPRAR(). 

Поэтому при достаточно близких к № значениях A, H A, 
выполнено неравенство 

[R Ay) — ROA) < КИ, — №. (6.122) 
Так как операторы Си В на элементах малой нормы удо- 
влетворяют условиям Липшица с малыми коэффициентами, 
то из (6.121) и (6.122) следует, что 

WR Ad PIC (yy 4% M9) + D (y, + 4 A9)] — 

— R (Ag) P [C (yg + в) + В (у. в] | < 

< ROA) — RQAd)|} + PP TCC, + 449) + D(y, ав + 

+ HR Qs) ПРЕ, №) —- бу + Mol! + 
НИРО + & 49) — D (yo + Aho) |] } < 

< к, м — м К, [51 — У К — |, (6.123) 

где числа Ко и К. можно считать малыми. Из полученного 
неравенства вытекает, что решение у (Х, а) уравнения (6.120) 
‘удовлетворяет по совокупности переменных условию Лип- 
лиица. 

Действительно, из 

У (А, %)=— ROA) P (Cly Ay, &) + Ao] + 

ot D ly Qy, 4) + a,fo]} 

(Ags %) = — R (Ag) P {CL (Ags %) 4 Gq] + 
В УО,, а) Но}, 

и из равенства (6.123) вытекает, что 

УС: в) — УЦ, “|| < 
< К, Ay Ag] + Ke Ly Ga %) — » Coe в) | + K3[% — a],
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откуда 

lly Ay, %)— у(%, “5)|| < 

K Ky 
«Ш юк hl + poe bam el. (6.124) 

Если x (A) (E[x (A)] > 0)— pemleHve уравнения Ах —=^Ах, то 

BPx (NQ-+ P {[C[Px () +§ {x @] 4] + 

+ D [Px () +£ [x Q)] Ag]} = AP x (0). 
Следовательно, 

Рх = у, Ех И, (6.195) 

где у(), а) — решение уравнения (6.120). Из (6.124) выте- 
кает, что вектор-функция Рх(^) непрерывна по Х, если не- 
прерывна скалярная фупкция §(A)= [x (A)]. При этом не- 
прерывна и вектор-функция 

x (h) = Рх А) №, 
Допустим, что §(A) разрывна в некоторой точке i". 

Тогда найдется такая последовательность A, —>A*, что числа 
£,==(A,) сходятся к некоторому числу Е, отличному OT 
$ (^*). Из (6.125) вытекает, что элементы Рх(^,) будут по 
норме сходиться к у*==у(4*, #). 

Перейдем в равенствах 

BPx (h,) +P {C[Px (,) + baal + В [Рх 0) = в = 
= ^„Рх (^„) 

И 

Ао [х ЯН: {С Рх А-а -Н В Рх ОН} = 
== №, | (^ 

к пределу при п-> оо. Предельные равенства имеют вид 

Ву ЕР {СЕ Б-Р} = 

hob” + & {C(y" + hg) + D ("Е Р№)} = №. 

Из этих равенств вытекает, что 

ВЕР Е С-В НЕ == № (НР), 

16* 

и
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то есть 
A (y* 4- hy) =" (y* + By). 

Следовательно, 

у" НЕо == х (№), 

откуда вытекает равенство 

Е (А") == Е [х (^№)]. 

Мы пришли к противоречию. Значит, Ё(^) непрерывна. 
Теорема 6.12 полностью доказана.



ГЛАВА 7 

ПРИЛОЖЕНИЯ 

Применения общей теории, развитой в прелыдущих гла- 
вах, основаны на сведении различных задач к уравнениям 
с операторами, действующими в банаховых пространствах 
с конусом и оставляющими этот конус инвариантным. Во 
многих случаях, как видно из дальнейшего, такое сведение 
не связано с преодолением существенных трудностей. 

Во всех приводимых примерах мы не стремились к наи- 
более общим формулировкам. Нашей целью было лишь 
изложение основных результатов. Можно получить более 
общие утверждения, если использовать при рассмотрении со- 
ответствующих операторов другие признаки монотонности, 
положительности, вогнутости, дифференцируемости и т. д. 

5$ 1. Существование положительных решений 
у интегральных уравнений 

1. Линейные интегральные операторы. В этом пара- 
графе через ® обозначается ограниченное замкнутое *) мно-. 
жество конечномерного пространства. 

Рассмотрим линейный интегральный оператор 

Ax (t)= f k(t, s) x (s)ds (7.1) 
Jo 

с неотрицательным ядром Ё (Е, $). Будем предполагать, что 
ядро А(Ё, $) обладает такими свойствами, в силу которых 
оператор (7.1) действует и непрерывен в некотором про- 
странстве Е функций, определенных на ®. Если Е— это 
  

*“) Предположение о замкнутости несущественно, если инте- 
гральные операторы рассматриваются в пространствах Г.
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пространство С непрерывных на @® функций, то достаточ- 
ным условием полной непрерывности оператора (7.1) в Е 
является, например, непрерывность ядра А (1, $). Если Е — 
это пространство L, (1 < р< 05), то достаточным условием 
полной непрерывности является неравенство 

[flee s)|dtds < 00, (7.2) 
о @ 

1 1 
где at 7 1. Известны менее ограничительные, но более 

громоздко формулируемые условия непрерывности и полной 
непрерывности интегрального оператора в пространствах Д., 

пространстве С, пространствах Орлича и др. (см. литера- 
турные указания). 

Из пеотрицательности ядра А (Ё, $) вытекает, что опера- 
тор (7.1) оставляет инвариантным конус К неотрицательных 
функций в пространстве Е. Чтобы теоремы, доказанные 
в гл. 2, можно было рассматривать как утверждения об 
уравнениях с интегральным оператором (7.1), нужно выяснить, 
при каких дополнительных условиях этот оператор щ-по- 
ложителен или иу-ограничен сверху или снизу. Такие до- 
полнительные условия нетрудно привести в виде различных 
неравенств, которым должно удовлетворять ядро А (1. $) или 
некоторая его итерация. Ограничимся достаточными усло- 
виями 1,-положительности. 

Пусть ядро А(Ё, $) удовлетворяет неравенствам 

шо (9 (5) < А( $) <щ(0$() (569), (13) 
где иу(1) — неотрицательная функция из пространства E, 
в котором действует оператор (7.1), а функции $($) и Y(s) 
обращаются в пуль лишь на множестве нулевой меры 
и обладают тем свойством, что 

f x (s)¢(s) as 

g 

< ©, < © 

    

[= 4) 45 

о   

  

при х([) ЕЕ. Тогда для каждой функции х()ЕЕ будут 
выполнены неравенства 

аш (< [№4 $) х(5) 48 < @ (69), 
2
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где 

= fe@x@as, В = [96х95 

$ 2 

Следовательно, неравенства (7.3) обеспечивают и,-положи- 
тельность оператора (7.1). 

Допустим, что ядро РА (&, $), как это часто бывает, «не 
ограничено на диагонали», то есть 

Нт А (, $) = со (s EQ). 
tos 

В этом случае ядро 2 (1, $) не может удовлетворять нера- 
венствам типа (7.3). Для линейных интегральных операторов 
с такими ядрами и‚-положительность приходится либо уста- 
навливать по оценкам для итерированных ядер, либо по 
интегральным оценкам для самого ядра. 

Лемма 7.1. Пусть оператор (7.1) действует в про- 
странстве С непрерывных функций. Пусть для каждого 
множества & < положительной меры может быть 
указано такое положительное ч—= 1(®,), что 

т fee. s\ds< fre. 5944 (69). (7.4) 
2 oF 

Тогда оператор (7.1) и-положителен, где 

и, (= f k(t, $)ds. (7.5) 
2 

Более того, для каждой неотрицательной и не равной 
тождественно нулю функции х(Т) имеют место нера- 
венства 

aur (t)< f kU, s)x(s)ds <u (t) (ER, a, B>0). 
2 

Доказательство. Пусть х(Р >20 [Е ®) и x(t) #0. 
Тогда найдется множество ®<® takoe, uto mes&, >0 

nH x(t) >a, >0 npu ¢€&,. Crenosatenbuo, 

Ax()= fea s) x (8) ds > a, fre s)ds> 
| 2 2; 

Z %qN (Ry) uy (f) EE Q), 
то есть А является #-ограниченным снизу.
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Очевидна #-ограниченность сверху: 

Ах = |4, 5) х(5)45 < пах |= (5) %@ 469). 
g 5 . 

Лемма доказана. 
Из результатов второй главы вытекает, в частности, что 

при выполнении неравенств (7.3) или при выполнении усло- 
вий леммы 7.| интегральный оператор (7.1) (вполне непре- 
рывный в некотором пространстве Е) имеет единственную 
неотрицательную нормированную собственную функцию, ко- 
торой соответствует положительное значение А. Собствен- 
ное значение № простое. Остальные собственные значения 
по модулю строго меньше чем \\.. 

2. Условия полной непрерывности нелинейного инте- 
грального оператора. Рассмотрим оператор 

Ах (В == f Rit, s, x (Ss) dx, (7.6) 

который в дальнейшем будем называть оператором Уры- 
сона. 

Для того чтобы оператор (7.6) действовал и был вполне 
непрерывен в пространстве С, достаточно непрерывности 
функции Ё (Е, $, и) (Е, $569, — со < и < оэ} по совокупности 
переменных. Доказательство очевидно. (О более точных 
условиях полной непрерывности оператора Урысона в про- 
странстве С см. в литературных указаниях.) 

Допустим, что оператор Урысона не лействует в про- 
странстве С или его по каким-либо соображениям неудобно 
рассматривать в С. В этом случае пространства, в которых 
можно рассматривать оператор Урысона, определяются ха- 
рактером нелинейности функции Р (2, $, #) по переменной ua. 
Если эти нелинейности существенно нестепенные, например 
экспоненциальные, то приходится применять пространства 
Орлича. Если нелинейности степенные, то можно обойтись 
‚пространствами Г. 
‘ Предположим, что 
oe 

a4 |k(t, s, w)\< R(t, s\(a+b\u\"), (7.7) 
Тде % 2.0, а функция А (1, 8) суммируема по совокупности
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переменных с некоторой степенью В >> 1: 

Г Гиюе, ЭР’ ава < оо (7.8) 
2 @ 

Предполагается, что К ($, $, и} непрерывна по ц. 
Теорема 7.1. Если 

ty < By — 1, 

то оператор Урысона действует и вполне непрерывен 
в каждом пространстве [Г где р>1 и 

ttt <P <b (7.9) 
На доказательстве этой теоремы мы не останавливаемся. 
Мы привели теорему 7.1 для случая, когда функция 

К (Е, $, и) удовлетворяет условию (7.7) при всех значениях и. 
Если эти условия выполнены лишь при и >.0, то оператор 
Урысона определен и вполне непрерывен на конусе К неот- 
рицательных функций в [,„. Чтобы в этом убедиться, до- 
статочно рассмотреть функцию 

Ю(Ё, $, и), если и>.0 
К) (Е, $, и) = ве $, — и), если “<0 

и оператор 

A, x (f) = Ге [2 $, х (5) 45; 
g 

функция А, (Ё, $, и) будет удовлетворять условию (7.7) при 
всех и; оператор А, будет в силу теоремы 7.1 вполне не- 
прерывен на всем L,; остается заметить, что операторы А 

и А, принимают одинаковые значения на К. 
Аналогично оператор Урысона вполне непрерывен на 

конусе К неотрицательных функций пространства С, если 
Е (Е, $, и) непрерывна по совокупности переменных &, $528 
nu>Qd. 

Мы не привели условий полной непрерывности опера- 
тора Урысона в пространствах Орлича (см. М. А. Красно- 
сельский и Я. Б. Рутицкий [1]). Отметим, однако, что при 
условии 

[А (6, $, и)| <Ф (и) (t,sE€2, —comu<oo)
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оператор Урысона вполие непрерывен в некотором про- 

странстве Орлича Гм, где М (#) определяется по функ-‘ 
ции Ф (4). 

3. Дифференцируемость оператора Урысона. Приве- 
дем вначале простые условия дифференцируемости по Фреше 
оператора Урысона в пространстве С. 

Допустим, что функция Ё(, $, и) непрерывна вместе со 
своей производной Е, ({, $, и) по совокупности переменных 

Е, $ СЯ, —с0 «и < со. Тогда оператор Урысона сильно 
дифференцируем по Фреше в каждой точке ху(Р) про- 
странства С. Производная Фреше определяется формулой 

A! (X_) h(t) = f Е’ [t, 8, x9(s)] A(s) ds. (7.10) 
2 

Доказательство очевидно, так как в силу формулы конеч- 
ных приращшений 

A(X) +h) — Ax) — А’ (хуй == 
— J (ki [Ь $, хо (8) 0 (Е, $) 1 (s)]— Ri {E, 5, хо ($) # (8) ds, 

° (7.11) 
где 0 < O(¢, s)< 1, oTKkyma 

| A (<9 + 2) — AX) — A’ (X) All < 

ПАН < 
<mesQ sup |k’ [4 $, хо (5) 0 (#, $1 ($)] — № [6 $, ж (|, 

1, 5 Е 

  

/ 
и так как К, (Е, $, и) равномерно непрерывна по и, то 

т | A (xo + 2) — Ах, — A’ (Xo) A — 0. 
ЦАН >0 All 
  

В отличие от случая пространства С, дифференцируемость 
оператора Урысопна в пространстве [, не вытекает из не- 
прерывной дифференцируемости по переменной и функции 
Е (Е, $, и). Например, оператор 

Ах (1) = f sin ех (5) 45 
2 

действует и вполие непрерывен в любом Ё„ однако опера- 

тор (7.10) может не быть его производной и, более того,
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может не быть определен на Ё„, так как в рассматриваемом 
примере 

/ kit, 8, %9(s)] =e” cose, 

а эта функция может оказаться несуммируемой. 
Приведем один пример условий дифференцируемости по 

фрещше. 
Пусть оператор Урысона действует в [.. Тогда доста- 

точным условием сильной дифференцируемости по Фреше 
в любой точке х,= (1) пространства [. является непре- 
рывность по и производной А, (&, $, и) и выполнение нера- 

венства 

|, (6, $, и) | за Ни (1, $68, —с<ю«и<«<о). 

(7.12) 
‚ При этом производная А’ (ху) определяется равенством (7.10). 

Для доказательства заметим, что в силу неравенства 
Буняковского — Коши из (7.11) вытекает неравенство 

[А (% 1) — AX) — A’ (x) AI < 

< Г, Не, О-о 
® 

откуда 

{| A (% + 2) — AX — А’ (хо) #1 < 
|] — 

< и f f |2 (6, $, Хо ($)-8 (Ё, $) # ($1 Е 1, $, Хо ($) Ё dt ds. 
2 @g 

  

  

  

Остается показать, что двойной интеграл в правой части 

стремится к нулю, когда |й|->0. Но это очевидно, так. 
как в силу непрерывности А, (&, $, и) по переменной и 

подынтегральное выражение стремится к нулю по мере, 
а в силу (7.12) функции 

|2. 1Ь $, о (6) 9, 8) 4, (S)1— Ri Mt, 8, хо ($) 
(В = 1, 2, .. .) 

имеют равностепенно абсолютно непрерывные ийтегралы для 
любой последовательности й„(КЕ[., |й,|—0. Поэтому 
(см. И. П. Натансон [1], стр. 168, теорема Витали) можно 
под знаком интеграла перейти к пределу.
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4. Производные по конусу. Введем в рассмотрение 
функцию 

Нет: @>0.. (7.13) 

Будем говорить, что Н(Ь, $, и) почти всюду убывает при 
возрастании и, если эта функция не возрастает по и и если 
при любом фиксированном ЁЕ@ и при любых фиксирован- 
ных Ио > ий; неравенство 

Н(Ь, $, и) — НС, $, и.) >0 (7.14) 

выполняется почти при всех SEY, 
Теорема 7.2. Пусть №(Ё, $, 0) =0 и существует 

производная 

Ви (Е, $, 0)=Р(Ё 9) — ( $69). (7.15) 

Пусть оператор (7.1) и линейный интегральный оператор 

Рх (0 = [Ро $) х ($) 45 (7.16) 
2 

действуют в пространстве С. Пусть, наконец, функция 
НС, $, и) почти всюду убывает при возрастании и (при 
малых и). 

Тогда оператор (7.16) является сильной производной 
Фреше А’(0) по конусу К неотрицательных функций 
пространства С оператора (7.6). 

Доказательство. Пусть х„(В (п=1, 2,...) — по- 
следовательность непрерывных неотрицательных функций, 
равномерно сходящаяся к нулю. Без ограничения общности 

  

можно считать, что ||х„| (1—1, 2,...) монотонно убывают. 
Обозначим через 9, (п=1, 2,...) множество Tex FER, 
в которых х„(Р) > 0. Очевидно, 

1 Ах, — Рх,! ° P —kIt.s ads= Г AX J {P(t, s)x,(s)—RIt, s. x, (s)]} 

= max; J (P(t, s)—HIt. s, x, (8)]} x, (s)ds < 
“п 

< тах | (P(t, s)—Hf{t, s, x,(s)]} as. ; | 
2,
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В силу того, что функция Н (Е, $, и) почти всюду убы- 
вает, из последнего неравенства следует, что 

| Ах, — Рха! 
Xnll <max,f (P(t, s)—H]#, s, || x,|[]} ds. (7.17) 

Функции 

т. = [24 9— НИ $, [лв  @=Ь о...) 
2 

непрерывны, так как операторы (7.16) и (7.1) действуют в С. 
Подынтегральные выражения при всех &, $@ ® стремятся 
к нулю. При каждом фиксированном ¢ под знаком интеграла 
можно перейти к пределу, так как неотрицательные подыите- 
гральные выражения монотонно убывают. Следовательно, 
Л» (Е) сходятся к пулю, монотонно убывая. В силу теоремы 
Дини последовательность /„(Г) сходится к нулю равномерно. 

Поэтому из (7.17) вытекает, что 

hm 15—40 — Рж! _ ци ИАха- РхиЙ 
| xn | +>0 | Xn | | xn |\->0 |] Xn | 

  0. 

Теорема доказана. 
Предположение об убывании функции Н (Ё, $, и) означает, 

что при фиксированных &, $ Е Я график непрерывной функции 
Н(Ё, $, и) при и>0О обладает тем свойством, что каждая 
прямая у==ри пересекает его не более чем в одной точке. 
Если А (Е, $, и) дифференцируема по и, то Н(Ь $, и) при 
и > 0 также дифференцируема по и, причем 

uk’, (f, s,u)— R(t, s, wv) 

и? " 

Поэтому для убывания фупкции Н (, $, и) достаточно вы- 
полнения неравенства 

ии (Ё $, и) ЕЁ $, и). ° (7.18) 

Неравенство (7.18) очевидным образом выполнено, если 
/ 

k(t, s, 0) >> 0 и производная А, (Е, $, и) убывает, так как 

Е (Е, $, и) = В(Ь $, 0) и, [Ё, $, 0 (Е, $) и]. 

Приведем аналог теоремы 7.2 для операторов, действую- 
щих в прсстранствах Д.. 

H,(t, s, “==  
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Ниже будет использовано следующее неравенство, выте- 
кающее очевидным образом из неравенства Гёльдера: 

|. 

[6 99945 val? < 
5 

  

  
| p—q | 1 

< |, (пез 9) м [че ot dtas \" (7.19) 
Q Q 

где 2, ck, 

p>, q=557" г — тах {р, 4}. 

Теорема 7.3. Пусть функция НС $, и) неотрица- 
тельна и убывает при возрастании и. Пусть Е (Е, $, 0) ==0. 
Пусть, наконец, существует производная (7.15), причем 

{fire s)\" dt ds < 00. (7.20) 
2 Q 

Тогда оператор Урысона (7.6) определен на конусе К 
неотрицательных функций пространства [.,; значения его 
принадлежат [5; формула (7.16) определяет сильную 
производную Фреше оператора (7.6) в точке 6 по конусу К. 

Доказательство. Вначале покажем, что из (7.20) и 
из убывания функции Н (&, $, и) следует, что оператор Уры- 
сона определен на неотрицательных функциях из [, и мно- 
жество его значений лежит в Ё,. Действительно, 

Pit, s)= tim 2&* u)— ht $,0) _ = lim H(t, s, a) 
> +0 и 1+0 

и в силу убывания Н ($, $, и) 

Р (Е, $) >. Н(Е, $, и) (1, $5Е9, и>0). 

Поэтому для любой функции Х(РЕД, (х (1) 2.0) из нера- 
венства (7.19) следует, что 

ое < | 
<= ,, тез "Fa {f fire ЭР dtas|" < 00, 

To ectb AX (f)EL,. 

  

pm
s 

f kit, s, x(s)] ds Ре. 5) х ($) 45 

    

   

  

alte
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Пусть задано $ > 0. 
В силу абсолютной непрерывности интеграла (7.20) можно 

указать такое 5 >> 0, что для любого множества = Х 9 

из тез ® < 6 будет следовать неравенство 

1 

J fire sat as” <... (7.21) 

На основании теоремы Егорова можно указать такое мно- 
жество № = ® Х 9, что 

тез [(® х 9) \ Ms] < 8 

и на ХХ, последовательность функций 

nk(t, $, и) = (е. т) (n=1, 2,...) ` 

сходится к Р(Ё, $) равномерно. Выберем натуральное число п; 
так, чтобы при п>. п, выполнялось неравенство 

| ne(t 5, =)—Pt y|<e, ({t, s} EM). (7.22) 

Выберем, наконец, такое митуральное к, что 

ny ee < — (7.23) 
meet 

Пусть х(Р) — такая неотрицательная функция из Д,, что 

Их (2) <“ 

Обозначим через ®, множество тех Ё ЕЯ, в которых выпол- 
нено неравенство 

хи >-- 

1 

Ра "> 
2 

| 
— 

V
 pe leOi=| 

+ 1 
>| Гера > пез 6. 

2,
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откуда в силу (7.23) 

1 3 
Ss ~ ` ° 

nk-DP ^ mes 2 
  (7.24) 

Через 8, обозначим множество Tex £E€Q, B которых 
х(Р >0. Очевидно, 

    

|Рх — Ах] _ 

{| || a 
p \+ 

т Г ГР. эн в, #6 #9 а <, 
2 о | 

где 

1 

[ 1 РЁ Н а * atl? 1 ЕТ | (Е, $) — [t, S, x (s)}} х (5) $ at|    

  

д
 

f РЕ )— НЕ $, х($)] х ($) 4$ 4 
1 

5 =. - 
il | 

2 o\% 

Оценим отдельно каждое слагаемое [| и /.. 
Неравенство (7.19) в применении к первому слагаемому 

дает 

    

12—41 i 
< (тез Я) 29 Ге $) — НЕ 5, ква. 

откуда 

[2-41 1 

I, < (mes &) ma {J JPG те" 

и в силу (7.24) и (7.21) 
[2-91 

[1 <=(тез 8) 24 

Введем обозначения 

M, = DM NIA XK (Q\2) MH (2 XK (AN QIN M.
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‘Неравенство (7.19) в применении к Г, дает 

[р-а1 

15 < (шез 9) "iss (P(t, s)—H{t, s, x(s)\{" dt ds + 
M, 

} 

+f fie $) — НЕЁ $, el atds}" 

Me 

Легко видеть, что тез 3, < 8. Поэтому и в силу (7.21) 

Г Г1Р6. 9 —НЫ, $ х ("аа < || [Ра [аз <=. 
Mp My 

В силу (7.22) 

Г [ РЕ $ — НЕ, $, хара: < 

Эа. 
“ г 

<| [\Pe 5) — той (+. $, =.) аЁ 4$ < =' (тез ®)?. 
My 

Из последних двух оценок вытекает, что 

1 Р-4| 1 

Г <= (тез Я) 29 [1 -Р (тез 8} |". 

Таким образом, при ||х (1) || < по * выполняется неравенство 

12-9 | i 
: a <e(mesQ) 4 | [1 + (mes су} 

Отсюда следует, что 

  

lim ПМ АЯ Рх— Axl) __ 0. 
хто, хек | 

Теорема доказана. 
5. Асимптотические производные. Пусть оператор Уры- 

сона определен на конусе К неотрицательных функций в про- 
странстве С или пространстве Г, (1 <р«<о5) и вполне 
пепрерывен в соответствующем пространстве. Предположим, 
что функция 

Н(Е, $, u)=— k(t, $, И) 

17 Зак. 2918. М. А, Красносельский
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при и-> со равномерио относительно &, $ Е ® стремится 
к некоторой функции © (Е, $) (Е, $Е 9), причем интегральный 
оператор 

Qx(= f Qt. s) x (s) ds (7.25) 
в 

действует в соответствующем пространстве. Оказывается, 
что О является сильной асимптотической производной 
по конусу К оператора Урысона (7.6). 

Проведем доказательство для случая пространства С. 
Пусть задано = > 0. Выберем такое Ю, что при и> В вы- 
полняется неравенство 

НС, $, и) — 9(, $| < (5369). (7.26) 
Обозначим через Кр пересечение конуса К с шаром ||х|| < Ю. 
Пусть 

М вр {Ах (0, [9х 0; (7.27) 
xXEKp 

число М конечно, так как множества АКри @К р компактны. 
Введем в рассмотрение операторы И, и (0. равенствами 

х (р, если ХЬЮ, 
Ох (Е = | )< 

Ю, если x(t) > R, 

R, если x(f)<R, 

x(t), ecm x(>R. 

Очевидно, для каждой функции x (f)E K 

Ах (== f kit. 5, x(s)lds= f Rit, s, U,x(s)|ds + 
о 2 

U,x (H= | 

4 fet s, Upx(s)] ds — fait. s, R}ds = 
2 Q 

== AU,x (f) + AU,x (t) -- AR (0, 

где Ю() ==, и 

9х0 = [94 s)U,x(s)ds+ f Q¢. s) U,x (s) ds -— 

2 2 

—R fee s) ds = QU, x (t) + QU,x (4) — QR (OP). 

2
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В силу (7.27) 

WAU xO М, |АВ< М, |99х0|< М, 

|@^ (0 < М. 
Поэтому 

| Ах (р) — Qx (t)|| << 4M +|| AU, x (2) — QU,x (£)|| = 
= 4M +! | ИЫЦЬ $, 9х ($)| — Ф@, $) Чох ($) as 

2 

WB CHay (7.26) 

Ax (ty) — Qx (Hll<4M+e J Ох ($) | 

    

== 1/М + = (тез ор Ги ($) $, 

откуда ° 

|| Ax (4) — Qx (f)|| << 4M + в (тез о [ [R-+ x(s)}ds < 

амер. 
Из последнего неравенства вытекает, что 

jim |1 Ах (1) — Qx (1) | 

Nx) eco, KEK ll 
  <b [©

 

и в силу произвольности = 

нп 14—91 _ 
Ixi>oo,xen Ш! 
  

Этим доказательство завершается. 
В случае пространства Г, рассуждения почти не меняются. 
6. Положительность интегрального оператора. В даль- 

нейшем будет предполагаться, что выполнено условие 

Е (Е, $, и) > 0 (tt, $ЕЯ, и>2.0. (7.28) 

Тогда оператор Урысона (7.6) будет оставлять инвариантным 
конус К неотрицательных функций в том пространстве EF, 
в котором он действует. 

В некоторых случаях можно указать более узкие конусы, 
инвариантные для оператора Урысона, 

17*
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Пусть кроме (7.28) выполнено дополнительное условие 

зир А (, $, и) Зо ШЕЕ (ЕЁ, $, и) (5Е®, и>0), (7.29) 
tCg tER 

`где фиксированное число р > 1. Если, например, 

k(t, s, и = Е (Е, $) Г ($, и) (1, sE€&, u>O0) (7.30) 

и ядро А (Е, $) непрерывно и положительно, то условие (7.29) 
выполнено. Действительно, если 

М = тах В (ЁЬ $), т==шшщА(Ё, $), 
1 569 568 

то . 

зир А (Ё, $, и) < МГ($, и) < № 11 А (Е, $, и). 
168 Т tE2 

Пусть оператор Урысона определен на конусе К неотри- 
цательных функций пространства С или одного из про- 
странств L, (1 < p< co). B Tom xe npoctpalicrBe pacCcMOTpHM 

множество А неотрицательных функций х (Ё), удовлетворяю- 
щих дополнительному условию 

sup x (f) < pinf x (f). 
tee 169 

Множество К является конусом Киш,р (см. стр. 47), где 
и, () =1. Так как конус К неотрицательных функций и 
в пространстве С, и в пространствах Ё, нормален, то ко- 

нус А в силу теоремы 1.13 допускает оштукатуривание. | 
Ecru выполнено условие (7.29), то оператор Урысона 

оставляет ‘инвариантниым конус К, более того, оператор 
Урысона при этом условии преобразует все неотрицательные 

функции в элементы из К. Для доказательства рассмотрим 
произвольную неотрицательную функцию х (Ё); в силу (7.29) 
при любых &, &Е® имеют место неравеипства 

Ах (#1) = [ ЕЕ, $, х ($)] 45 Зр [ R[t,, 8, x (s)] ds = pAx (f,), 
2 2 

‚ откуда 

| sup Ax (£1) < pAx (ty) 
M 

sup Ax (f,) <p inf Ax (25). 
t,E2 Ex
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7. Неотрицательные решения. Пусть выполнены усло- 
вия (см. п. 2), при которых оператор Урысона определен и 
вполне непрерывен на конусе К неотрицательных функций 
одного из пространств С или Ё,. Пусть, далее, оператор А 
имеет сильную асимптотическую производную по конусу, 
причем 

А’ (оо) х (В = | 9 s) x (s) ds. (7.31) 
2 

Допустим, что выполнено условие (7.28); тогда ядро @(Ё, $) 
будет неотрицательно и оператор А’ (оо) будет положитель- 
ным линейным вполне непрерывным оператором, действующим 
в соответствующем функциональном пространстве. 

Из теоремы 4.7 вытекает 
Теорема 7.4. При перечисленных условиях для су- 

ществования у нелинейного интегрального уравнения 

х( = f kit, s, x(s)] ds (7.32) 
2 

по крайней мере одного неотрицательного решения до- 
статочно, чтобы ядро @ (Е, $) не имело положительных 
собственных значений, которые бы превосходили или 
равнялись 1. 

Более простое условие существования неотрицательного 
решения у уравиения (7.32) можно формулировать в виде 
неравенств 

О<Е(Ё 5$, д<ха- фи ¢, sE2, #20), (7.33) 

где а>2.0и , 
р шез @ < 1. (7.34) 

Если А действует в пространстве С непрерывных функций, 
то доказательство сформулированного утверждения очевидно. 
Достаточно рассмотреть пересечение К» конуса неотрица- 
тельных функций с шаром ||х |< К, где 

р > ев 

b mes Q ’ 

и заметить, что вполне непрерывный оператор А преобра-



262 | ПРИЛОЖЕНИЯ [гл. 7 

зует Кр в себя, так как при х()ЕКр 

Ах (0 < f la+bxOldt=amesQ+5 f xQat< 
g 2 

<R(1—bmes &)-+ OR mes 2 = R. 

После этого остается воспользоваться принципом Шаудера. 
В случае, если А действует в Ё доказательство аналогично: 
А преобразует в себя Кр, где 

L4— 
а (тез 9) ? 

1 — 6 mes& > . 

Существование неотрицательного решения при условии (7.33) 
можно получить и как следствие теоремы 4.9. 

8. Положительные решения. В этом пункте предпола- 
гается, что 

ЕЁ $, 0) =0 (t, s€Q). (7.35) 

При этом условии уравнение (7.30) имеет тривиальное 
нулевое решение. Приведем некоторые условия, вытекающие 
из теорем 4.11—4.16, существования второго (уже нетри- 
виального) неотрицательного решения. 

Будем предполагать, что выполнено условие (7.28), из 
которого вытекает, что оператор Урысона преобразует ко- 
нус К неотрицательных функций в себя. Далее, будем счи- 
тать, что оператор А на конусе К (в пространстве С или 
в одном из пространств 2 ,) (вполне непрерывен и имеет силь- 
ную асимптотическую производную (7.31) по конусу и сильную 
производную Фреше А’ (9) по конусу в точке 0, причем 

A’ (0) х (В == [ P(t, s) x(s)ds, (7.36) 
Q 

гле 

РЕ = (Ь 5, 0). (7.37) 

Функции Р(Е, $} и Q(t, Ss) неотрицательны в силу усло- 
вия (7.28). Мы будем считать, что эти функции удовлетво- 
ряют дополнительным ограничениям, в силу которых линейные 
интегральные операторы (7.31) и (7.36) имеют единственный 
нормированный собственный вектор в конусе К. Для этого, 
например, достаточно, чтобы ядра РС, $) и О ($, $) удовле-
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творяли условиям иу-положительности, приведенным в п. 1 
настоящего параграфа. Через № и ^» обозначим наибольшее 
положительное собственное значение (оно соответствует неот- 
рицательной собственной функции) соответственно оператора 
А’ (9) и оператора А’ (55). 

Из теорем 4.11 и 4.16 вытекает 
Теорема 7.5. Уравнение (7.32) имеет по крайней 

мере одно неотрицательное и не равное тождествен- 
ному нулю решение‘при перечисленных выше условиях, если 
либо | 

№<1<^» (7.38) 

hoo <1 < dy (7.39) 

Приведем еше один пример. Рассмотрим уравнение 

либо 

х( = [ k(t, $) Гб, х ($31 45 (7.40) 
2 

с непрерывным положительным ядром К (Е, $) и непрерывной 
и непрерывно дифференцируемой функцией ] ($, и), удовле- 
творяющей условиям 

1($, 0) =0, /(5, и) 20, f(s, 4) > ault™ — b(u > 0), (7.41) 

rhe a, b, & > 0. 
Теорема 7.6. //усть спектр ядра 

Pit, s)=RkR(t, ЭХ, (5, 0) (7.42) 

лежит в круге радиуса дь< 1. Тогда уравнение (7.40) 
имеет кроме нулевого по крайней мере одно положитель- 
ное решение. 

Доказательство. При перечисленных условиях опе- 
ратор 

Ах (t) = f k(t, s) f ls. x(s))ds 
2 

вполне непрерывен в С и оставляет инвариантным конус К 
(см. п. 6) неотрицательных функций, удовлетворяющих условию 

1х || = мах х (В <p min x (4). (7.43) 
1% tE2
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Onepatop A wMecT cHabHylO mpon3Boanylo Ppeme A’ (0), 
являющуюся линейным интегральным оператором с ядром 
(7.42). По предположению, спектр оператора А’ (8) лежит 
в круге радиуса ру < 1. Поэтому для завершения доказатель- 
ства теоремы достаточно показать, что найдется такое К, что 

npu x(EK u ||x(|| > Ю выполнено соотношение Ах хх, 

то есть разность х (Ё) — Ах(Ё не принадлежит конусу К. 
В предположении противного можно найти такую после- 

довательность х„ (ВСК, что 1х, (61-50 и 

x, (Q)—AxX,((QEKCK (n=1,2,...) (7.44) 

В то же время в силу (7.41) и (7.43) 

х, (9 — Ах, я, © — f ke $) 1 ($, х„ ($)] 4$ < 

Q 

<x,@)— f ke $) (ах, (8) — 6} 48 < 
* | 

<I Xal— ee lx, || | k(t, syas+b | ke, $) 4$ 
Ро о $ 

и при достаточно больших п функции х„ (р) — Ах, (#) отри- 
цательны, что противоречит (7.44). 

Теорема доказана. 
Аналогичное утверждение нетрудно формулировать и для 

уравнения (7.32). 
9. Собственные функции. Ограничимся одним примером. 
Теорема 7.7. //усть функция К (, $, и) удовлетво- 

ряет неравенству 

R(t, s, 4) > Pt, s)u (¢, sE2, uw>O0). (7.45) 

Пусть оператор Урысона вполне непрерывен на конусе К 
неотрицательных функций в пространстве Е (С или Ё,), 
в котором непрерывен линейный интегральный оператор 
с ядром Р(Ё, $). Пусть 

О<Ш«РЕЁ $) < М<«<® (Е, 5 Е 9). (7.46) 

Тогдв оператор Урысона имеет континуум положи- 
тельных собственных функций, среди которых есть 
собственные функции любой нормы, -
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Доказательство. Для доказательства достаточно 
заметить, что в условиях теоремы линейный интегральный 

оператор с ядром Р(Ё,$) является монотонной минорантой 
оператора Урысона, а затем сослаться на теорему 5.2. Из 
этой теоремы вытекает, что в условиях теоремы 7.7 поло- 
жительные собственные функции образуют непрерывную ветвь 
бесконечной длины. 

Условие (7.46) может быть заменено любым условием 
и,-положительности (даже и, -ограниченности снизу) линейного 
интегрального оператора с ядром Р(Е, $) (см. п. 1). 

10. Уравнение с вогнутыми нелинейностями. Продол- 
жим изучение интегрального оператора Урысона 

Ах (1) = Геи 5, Х (5) |1 4$. 

2 

В этом параграфе предполагается, что R(t, s, 0)=0 u 
функция № (Е, $, и) не убывает при возрастании и, то есть ` 
при и; < и. выполнены неравенства 

R(t, S, 4,:)< R(t, S, 4) (+, $, EQ), 

Это условие, очевидно, обеспечивает монотонность опера- 
тора по отношению к полуупорядоченности, определенной 
конусом неотрицательных функций. 

В построениях настоящего пункта существенную роль 
играет функция (7.13): 

НЕЁ, $, и) = Rit, $, и) (#>0). 

Ниже используется следующее обозначение: 

Uy = Uy (ft) =1. 

Пусть функция Н (5, $, и) почти всюду убывает (см. стр. 252) 
при возрастании #. Тогда, как легко видеть, при любом ЁЕ 9 
и любом 4 > 0 неравенство 

k(t, s, 4) >0 (ua > a) (7.47) 

выполняется почти при всех $ 6%. 
Рассмотрим вначале оператор Урысона в пространстве С 

пепрерывных на @® функций. Пусть х() неотрицательна и 
не равна тождественно нулю, Тогда можно указать такое @ > 0,
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что множество ®, тех ЁЕ®, в которых х (>. а, имеет по- 
ложительную меру. Отсюда и из (7.47) следует, что 

Ао в. $, Х ($) 14$ > fete s, x(s)]ds>0 EQ). 

о ’ о, | 

Это означает, что непрерывная на компактиом множестве ® 
функция Ах (Р) положительна; следовательно, она ограничена 
снизу и сверху положительными числами а и В, то есть 

ии (2) < Ах < (EQ). (7.48) 
Покажем, что условия убывания почти всюду функции 

Н(Ё, $, и) влечет иу-вогнутость оператора Урысона на ко- 
нусе К неотрицательных функций пространства С (если, ко- 
нечно, оператор Урысона действует в пространстве С). 

Пусть функция х (В) удовлетворяет условию 14, < Х < Тощ 
(1> 0), то есть т«х(Ь< ту (ЕЕ 9). Пусть * — некоторое 
фиксированное число из (0,1). 

Выберем натуральное число И так, чтобы выполнялось 
неравенство 

w—tt ~ yd—) 
п < 9 ae 

Разобьем сегмент [°1, 7,| на И равных частей точками 

TY SS ee b= Tor 

TSX Fr GSE, 
Пусть 

Тогда, очевидно, 

х—=тх (1 —®х> | 

2 
ранит >На (0 —"Р=щ, 

причем при = через &., обозначено число f= Po. 

Поэтому 

k(t, s,tx) —tR(E, S, x) = Хх НС, $, *х) — НС, $, Хх) ] = 

= ([Н ($, $, *х) — H(t, s, &))+ 

ЕН $,  — НС, $, 4] 
-Н[Ы С, $, 5 4.)— НС, $, Хх) |] 2-1 ($, )—Н (5$, Ч) |,
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и в силу убывания почти всюду функции Я (Е, $, и) неравен- 
ство 

k(t, s, tx) — R(t, s, x) >0 

выполняется при каждом { для любых ХЕ[1, || почти при 
Bcex SEQ. 

В частности, для функции Хх (РГ, удовлетворяющей нера- 
венствам 1< (р) < То ПОЧТИ при всех 56%, выполнено 
неравенство 

Е [Ф, $, сх ($) | — te [t, s, x (s)] > O. 

Иптегрируя это неравенство, получаем 

A [tx (f)]— tAx (f) > 0 (t € Q). 

Разность в левой части является непрерывной положитель- 
ной функцией. Поэтому найдется такое 1, что 

A[zx(f)]—tAx(f)>p, (6%) 
и в силу (7.48) 

А [<х (6 |— Ах ® > 5 Ax (t) (t € Q), 

то есть 

А (2) > (1+ 4) ax. 

Этим завершается доказательство #,-вогнутости опера- 
тора А в пространстве С. 

Будем говорить, что НЕЕ, $, и) равномерно убывает 
при возрастании и, если разность Н (Е, $. и!) — НС, $, 4) 
при #, < и имеет положительный ш—шиш по ft, $ 6%. 

Равномерное убывание функции Н(Ё, $, #) влечет 4\-во- 
гнутость в пространстве Ё, оператора Урысона на конусе 

неотрицательных функций (доказательство аналогично случаю 
пространства С). При этом условие, гарантируюшее полную 
непрерывность оператора Урысона па копусе неотрицатель- 
ных функций пространства Ё,(1 < р < 5), можно занисать 
в виде 

р 
зир fe (f, s, 0) | p-l ds < 0O.~ 

t e 
Q 

В силу теоремы 6.2 указанные в этом пункте условия 
вогнутости интегрального оператора являются условиями
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вдинственности положительного решения у 
интегрального уравнения 

x(t)= | Rit, s, x(s)] ds. / 
Так как вогнутый оператор удовлетворяет требованиям, 

предъявляемым к монотонным минорантам, то в условиях, 
приведенных в настоящем пункте, оператор Урысона имеет 
континуум положительных собственных функций. В силу 
теорем гл. 6 эти собственные функции непрерывно и моно- 
тонно зависят от параметра. 

Отметим в заключение пункта, что функция Н (Е, $, и) 
убывает при возрастании и, если (С, $, и) (ЕС, $, 0) ==0, 
Е (Е, $, и) > 0 при и > 0) вогнута по переменной 4. 

11. Уравнения с выпуклыми нелинейностями. Для ин- 
тегральных уравиений с оператором Урысона, содержащим 
выпуклые по и функции Ё (Ё, $, и,), достаточно общие тео- 
ремы единствепности положительного решения неизвестны. 
Неизвестен и общий способ доказательства таких теорем. 

В некоторых частных случаях удается воспользоваться 
приведенным в гл. 6 (стр. 220) принципом единственности 
для уравнений с выпуклыми операторами. Приводимый ниже 
пример интересен в основном методом доказательства. Чита- 
тель без труда обобщит его на уравнения с операторами 
Урысона. Рассмотрим уравнение 

х (Е) = fr (Ё, 5) fix ($) 14$ (7.49) 

R 

при следующих условиях. Функция К (Ё, 5) непрерывна по со- 
вокупности переменных и 

O0<cm<kit,s)<M<oco (1, $ Е 5), (7.50) 

функция /(и) (u> 0) непрерывна, неотрицательна, моно- 
тониа и выпукла, (0) = О и /' (0) =1; для простоты будем 
предполагать, что тез ® = 1. 

При перечисленных ограничениях оператор 

Ax (ft) = fee. s) f |x (s)] ds (7.51) 

& 
4
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вполне непрерывен в пространстве С, оставляет конус К 
неотрицательных функций инвариантным. Более того, опера- 

тор А оставляет инвариантным конус К таких неотрицатель- 
ных функций х (Г), что 

т 
шт х (2) > if 

т 
max x (t) == |х(0]. 

На конусе К оператор А является ж-выпуклым операто- 
ром (доказательство проводится теми же рассуждениями, 
при помощи которых в.предыдущем пункте были найдены 
условия #\-вогнутости оператора Урысона). 

Производная Фреше А’ (9) оператора (7.51) определится 
равенством 

(a 

A’ (0) n(t)= | RG, s) h(s)ds, 

и в силу (7.50) спектр оператора A’ (9) nexuT B Kpyre pa- 
диуса М. Будем считать, что 

М < 1. | (7.52) 

В дальнейшем нам удобно будет функцию f (Z) записы- 
вать в виде 

f (4)=a{[1-+¢(4)] (u > 0). 

Будем предполагать, что $ (#) монотонна их (#)—>2о при #20. 

Тогда для функций х(ЮСК будет выполнено неравенство 

Ax(t>m [ x(s)(1+-9le(9) ds > [19( |, 
& 

откуда вытекает, что для фуикций х (БЕК с большой нор- 
мой выполнено соотношение Ах «< х. Из теоремы о непо- 
движных точках операторов, растягивающих конус, вытекает 
существовгние при условии (7.52) по крайней мере одного 
решения у уравнения (7.49). 

_ Допустим, что уравнение (7.49) имеет два положитель- 
ных решения х,(Р) и x(t). M3 принципа единственности 
для выпуклых операторов вытекает, что обе разности x, (f) — 
— Хо (#) их. (Е) — x, (4) не являются строго положительными
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функциями. Без ограничения общности можно считать, что 
разность 

У(Ю =>, (В — х. (1) 

обладает следующим свойством: найдутся такие Ди 4, что 

y (4) = тах у (И =УФ], У) < 0. (7.53) 

Для каждой функции х, (Ё (1==1, 2) очевидны оценки 

| = тах ГВ, 9 Л) 45 < Мухи ФВ 

min x, (¢) = min J R(t, s) f [x,(s) |ds > 
tE@ » 

> m min| x; (2) | {I +9 {min x, (61) > 
16а 168 

. т > min x,6m[1+-9( Fr lal) |. 
откуда следует, что 

(ит) к, и < 9—1), (7.54) 
где через ф`' (и) обозначена функция, обратная к g(a). Из 
равенств 

x= f kts) fle, (9) 1d 

x,()= [ R(t. 5) f [х, (8) 145 

вытекает, что ° 

y= fre. sflxQ)ly@ds, (1.55) 

где функция х ($) принимает значения, промежуточные между 
значениями Хх, ($) и х.(5). В силу неравенства {7.54) (и так 

как x, (DEK, é=1, 2) dyHkuna х($) удовлетворяет не- 
равенствам 

т. (7 - << — '. т
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_ Поэтому 

a, = ms'| (м _ )]< k(t, s) f’' [x (s)] < 

<Mf [es —1)|=a  &s€Q). 
Перепишем равенство (7.55) в виде 

уюте уаз = 
x 

= fle (Е, $) Г’ (x ($) ] — AFA | ys) ds. (7.56) 

Из (7.53) вытекает, что 

lyO— od > F lol 
три любой постоянной 6. В частности, 

1 а || (5) 43] >10. 
2 

Следовательно, из (7.56) вытекает, что 

1 ne zlly Oll< sup |k G9) £1 )1 — AF | Iv < 

<”, 

    

то есть 
. 

ми ии 
Если последнее неравенство не имеет места, то уравне- 

ние (7.49) имеет единственное положительное решение. Нами 
доказана 

Теорема 7.8. Уравнение (7.49) имеет единственное 
положительное решение, если 

мл (== или] < |. (7.57) 

Заметим, что условие (7.57) очевидным образом выпол- 
няется, если т достаточно близко к М, так как при т —> /1 
левая часть в неравенстве стремится к пулю, 
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Условие (7.57) принимает более обозримый вид для част- 
ных классов функций. Пусть, например, Х(х) = х(-Н ах). 
Тогда 

1 

НР = {vr , —__ г фед = ах”, зщ (1), Год=аа(-+ Их". 
а 

Условие (7.57) записывается в форме 

(a f+ 1 
we 1) а <1+ (srt t)a- M). (7.58 
m M 

Для допустимых значений {т, М; в плоскости {m, 3% 
получаем область, заштрихованную на рис. 4. Без суше 

ственных изменений проведенные 
рассуждения обобщаются на слу- 
чай, когда ядро А (Е, $) удовле- 
творяет неравенствам 

ay u(t) CRE, S)< yu), 

где 0, В > 0, а и({) — некото- 
— рая неотрицательная функция. 

12. Замечания. За недостат 
-— ком места и чтобы избежать гр. 

7 (М моздких формулировок, мы н- 
Рис. 4. излагали приложения к система» 

интегральных уравнений. Эти прь 
ложения могут быть получены по той же схеме, которая при- 
менялась выше при рассмотрении одного уравнения, ио пиру 
этом интегральные операторы приходится рассматривать в про- 
странствах вектор-функций. 

Ряд следствий для интегральных уравнений, которые н: 
требуют специальных построений, нами полностью опущен 
Например, теорема 6.9 о точках бифуркации без всякиг 
изменений относится к дифференцируемым интегральным опе 
раторам. В условиях п. 10 положительное решение уравнени; 
Урысона может быть получено как равномерный предел 
последовательных приближений 

x, A= frie, S,X,_,(s\Jds (n=1,2,...). 

2 

7 

        

Отметим еще, что некоторые частные классы интегральных 
операторов рассматриваются в следующих параграфах.
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$ 2. Первая краевая задача для эллиптических 
уравнений второго порядка с нелинейностями 

1. Эллиптический оператор. Пусть ® — ограниченная 
открытая область /М№-мерного пространства. Граница Г 
области ® предполагается достаточно гладкой. 

Рассматривается дифференциальное выражение 

М 
ди 

[4 (Р) = — У а (Е, eee, м) эро, Г 

i, j=l 

N 

. 1 Ou 
+ ett a ar tn) ор + ay aes tn) И, (7.59) 

—
 

=
 co
 

—
.
 

—
—
 

—
.
 

—
 e “
J
 

2 OM г^
 

=>
 

ct
 

г
 о --Г. В дальнейшем предпо- 

лагается, что 
N 

фут н  (1>0) (7.60) 

при любых &, ..., Ём а функция а(Ё, ..., Ём) неотрица- 
тельна. Для простоты будем считать, что коэффициенты 
дифференциального выражения (7.59) достаточно гладкие 
(достаточно предполагать, что коэффициенты а,,(Ё1, ..., м) 
имеют первые производные и что эти первые производные, 
а также функции а;(, ..., Ём) и функции а(1,..., (м) 

удовлетворяют в замкнутой области & некоторому условию 
Гёльлера). 

Первой краевой задачей называют задачу об отыскании 
решения дифференциального уравнения 

Lu (t) = v(t), (7.61) 

удовлетворяющего нулевому граничному условию 

и (2) ег ==0. (7.62) 

Под регулярным решением первой краевой задачи по- 
нимают дважды непрерывно дифференцируемую в ® и не- 

прерывную на 2 функцию u(t), удовлетворяющую в Q 

13 Зак. 2918. М. А. Красносельский
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уравнению (7.61) и обрашаюшуюся в нуль на границе Г 
области ®. | 

Если функция 9 (Г) достаточно гладкая, то, как известно, 
регулярное решение существует и может быть представлено 
в виде 

u(t) == Av (t)= J G(t, s)v(s)ds, (7.63) 
я 

где ядро С(Ё, $) называется функцией Грина первой крае- 
вой задачи. 

Функция Грина С (Ё, $) непрерывна по совокупности пере- 

менных при Ё 69, 5Е@® и sét. При МЪ2 имеет место 
оценка 

0<049<: Ро 
t—s|N-?° 

(7.64) 

а при М =2 
0<¢ Gt, s)<ky{In|t—s |], (7.65) 

где через |{—$| обозначено расстояние между точками Ёи 5. 
Из оценок (7.64) и (7.65) и из теорем С. Л. Соболева 

об операторах типа потенциала вытекает, что оператор (7.63) 
действует из каждого 2,(1 < p< oo), rae 

p> >. (7.66) 

в пространсто С непрерывных на ® функций и является вполне 
непрерывным оператором. 

Если функция 9(Ё) не обладает свойствами достаточной 
гладкости, то первая краевая задача может не иметь регу- 
лярных решений. В этом случае расширяют понятие реше- 
ния краевой задачи, Один из наиболее естественных способов 
такого расширения заключается в том, что решение опреде- 
ляется формулой (7.63). Из проведенных выше рассужде- 
ний тогда вытекает, что решение первой краевой задачи 
существует при любой функции v(t)EL,. 

Из результатов А. И. Кошелева [1] вытекает, что реше- 
ния первой краевой задачи непрерывно дифференцируемы 
при (Е ЕГ,, если р > М. 

В частности, решения Ах (Г) непрерывно дифференцируемы 
при непрерывных 9 (1).
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Из результатов Кошелева вытекает и более сильное 
утверждение. Операторы 

Ви = 5; Av () (t==l,..., N) (7.67) 

являются вполне непрерывными операторами, действующими 
из пространств Г, где р > М, в пространство С непрерыв- 

ных Ha Q функций. В частности, операторы (7.67) вполне 
непрерывны в С. 

2. Интегральное неравенство для функции Грина. Как 
известно, функция Грина первой краевой задачи неотрица- 
тельна (это вытекает из принципа максимума; см. Миранда [1]). 
Поэтому оператор (7.63) оставляет ннвариантным конус неот- 
рицательных функций. 

Из неотрицательности функции Грина вытекает, что 

foe. s)ds < f Git, sds (t EQ), 
Q, 2, 

ecan 2, cQ,. Оказывается, что может быть установлено и 
противоположное в определенном смысле неравенство. 

Лемма 7.2. Пусть ® — некоторая замкнутая подоб- 
ласть области ®. Тогда найдется такое в===(®,) > 0, 
что 

Е foe. s)ds < f GU, 5) (698). (1.68) 
© Q, 

Доказательство. Обозначим через $. (#) (16 9) функ- 
цию, тождественно равную 1, а через ф, (1) — непрерывно 

дифференцируемую функцию, равную нулю на ® \ ®,, рав- 
ную 1 на некоторой области ®<®., а в остальных точках 
принимающую значение из [0,1]. 

Функции Аф, (1) и Аф. (Г) будут положительны при ЕЕ ® 
и равны нулю при [Е Г. Они являются регулярными непре- 
рывно дифференцируемыми решениями задачи (7.61)—(7.62) 
при соответственно 9 (Ё) == $5 (Е) и 9(1) =. ($. 

Из оценок Жиро — Олейник (см. например, Миранда |1] ) 
вытекает, что нормальные производные функции Ах, (ГР) и 
Ag, (4) во всех точках [Е Г положительны. 

Поэтому найдется такое = > 0, что нормальная произ- 
водная функций 

« (2) == Аф, (2) — еАфо 2) 

18*
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при О<з=< а будет положительна во всех точках ЁЕГ. 
При этих значениях = функции ф, (Г) будут принимать неотри- 
цательные значения в некоторой граничной полоске. Так как 
функция Грина С (Ё, $) ограничена снизу положительной 
постоянной, когда расстояния от точек Ёи $ до Г больше 
некоторого положительного числа, то функции Ах, (Ё) и Аф, (Е) 
строго положительны во всех внутренних точках области ®. 
Поэтому функции 4.(1) неотрицательны во всей замкнутой 

области ® при достаточно малых е, то есть 

“foe 545 < Jou 51 ($) (168). 

Но из неотрицательности функции Грина вытекает, что 

foe $91 (9 45 < [6% 543 (69). 
Q Q, 

Лемма доказана. 

Введем обозначение 

1, (t) = f G(t, s)ds. (7.69) 
я 

Из лемм 7.1 и 7.2 вытекает 
Теорема 7.9. Линейный интегральный оператор (7.63), 

ядром которого является функция Грина С (1, $) задачи 
(7.61)—(7.62), щ-ограничен. 

Из этой теоремы и из результатов второй главы выте- 
кают различные утверждения о неотрицательной собствениой 

функции оператора (7.63) или, что то же, о собственных 
функциях задачи 

ALu (t)==u(t), a) ler = 9. (7.70) 

Сформулируем часть этих утверждений. 
Теорема 7.10. Задача (7.10) имеет единственную 

нормированную неотрицательную собственную функцию, 
которой соответствует положительное собственное зна- 
чение №. Собственное значение № простое. Остальные 
собственные значения по модулю строго меньше №. 

3. Неоднородное линейное уравнение. Рассмотрим задачу 

Lu(t)=au(t)+ fh), ue) ler= 0. (7.71)
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Через № будем обозначать собственное значение задачи (7.70), 
которому соответствует неотрицательная собственная функция. 

Задача (7.71) эквивалентна уравпению 

u(t) = aAu(t)+- f, ©, (7.72) 
где А — оператор (7.63), Л, () = АЛ(В. 

Пусть / (2) неотрицательна и не равна тождественио нулю, 
тогда функция /, (Г) также неотрицательна и не равна тож- 
дественно нулю. Из теорем 7.9 и 2.16 вытекает тогда, что 
задача (7.71) имеет единственное неотрицательное решение, 
если &/, < 1; задача (7.71) не имеет неотрицательных реше-_ 
ний, если а >. 1. 

4. Существование неотрицательного решения. Перей- 
дем к изучению нелинейного уравнения 

ди ди [и (= (в, teas ty и, Gott a) (7.73) 

с нулевым граничиым условием (7.62). Будем предполагать, 
что функция 

(Е, и, )==У(Ы,..., В и, 9, ..., Uy) 

непрерывна по совокупности переменных #== {Ё,..., м}, # 
и <= (9, ..., Юм! в области 

О: Е, u>0, —COO<U,..., Чу < CO 

и принимает в этой области пеотрицательные значения. 
Нас будет интересовать вопрос о существовании неотри- 

цательных решений задачи (7.73)—(7.62). 
Естественно, что такие решения пе всегда существуют. 

Пусть, например, 

f(t, wu. v)>au — ({t, a, v} €Q) (7.74) 

ah, > I, (7.75) 

где № — наибольшее собствениое значение задачи (7.70). 
Допустим, что задача (7.73)—(7.62) имеет при этом неотри- 
цательное решение и“(Ё. Из рассуждений предыдущего 
пункта вытекает тогда, что функция и*(Г) удовлетворяет 
тождеству 

ce Out(t) Ш [в Lees ty, ut(b), oT Leas “7.” |=. 
N
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Caenopatenbuo, u"(f) aBAseTCA pellleHHeM 3a2a4H 

Ги ==0, и (И |.¢ p= 0. 

Значит, и“ (Р} =0. Итак, если выполнены условия (7.74) и 
(7.75), то задача (7.73)—(7.62) не имеет неотрицательных, 
отличных от тождественного нуля решений. 

Введем в рассмотрение оператор 

Fw(t)=f tp .... ty AW), Ви (8, ..., Вю (В, (7.76) 

roe A, B,, ..., By —coorsetctBeHHo операторы (7.63) и (7.67). 
Как было выяснено в п. |, операторы А, В, ..., Вм вполне 
непрерывны в пространстве С. Поэтому и оператор Е вполне 
непрерывен в С. _ 

Из неотрицательности функции Х(Ё, и, 9) в области ® 
‘вытекает, что оператор ГР преобразует в себя конус К 
неотрицательных непрерывных функций. Этот факт позво- 
ляет применить разработанные в предыдущих главах методы 
к исследованию неотрицательных решений уравнений 

Fw (ft) =a (4) (7.77) 
И 

Е (Р) == №9 (В), (7.78) 
где A> OQ. 

Нетрудно видеть, что уравнение (7.77) эквивалентно 
краевой задаче (7.73) — (7.62). Действительно, если и* (В — 
решение этой краевой задачи, то функция 

w* (t) = Lu* (t) (7.79) 

будет рещением уравнения 

Fo ()=f lt, ....ty AWD, Bwit),.... Byo(t)] 

или, что то же, уравнения (7.77). Наоборот, если м” (Г) — 
решение уравнения (7.77), то функция 

и* (9 = А" ` (7.80) 

будет решением задачи (7.73) — (7.62). 
Аналогинно формулы (7.79) и (7:80) устанавливают 

взаимно однозначное соответствие между решениями урав-
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нения (7.78) и решениями краевой задачи: 

° би ди 
Ми = f(t, вез ons И, Ot, eas a) и (2) | ег =0. 

(7.81) 

Следует еше отметить, что неотрицательным реше- 
ниям 10”(Р) уравнения (7.77) или (7.78) отвечает неотрица- 
тельное решение ц*(Г) соответствующей краевой задачи — 
это вытекает из положительности оператора А. Наоборот, 
если и*(Г) — неотрицательное решение краевой задачи, то 

функция f{tp Lie tye Un (b), or ..., | неотри- 
цательна и поэтому неотрицательзо решение (7.79) соответ- 
ствующего уравнения (7.77) или (7.78). 

Допустим снова, что выполнено условие (7.74), в кото- 
ром «— некоторое положительное число. Тогда для каж- 

дой неотрицательной и непрерывной на ® функции х (0) будут 
выполнены неравенства 

Ех (> Ах — (69). 

Эти неравенства означают, что 4-положительный (см. 2) 
линейный оператор aA является монотонной минорантой 
оператора Р. Из теоремы 5.7 вытекает, что уравшение (7.78) 
имеет континуум не равных тождественно нулю неотрица- 
тельных решений <”(Р), соответствующих некоторым поло- 
жительным значениям ^. Из приведенных в начале пункта 
рассуждений вытекает, что эти значения удовлетворяют не- 

равенству 
h > ahy. 

Переходя от уравнения (7.78) к краевой задаче (7.81), 
приходим к выводу, что условие (7.74) достаточно для 
того, чтобы нелинейная краевая задача (7.81) имела 
континуум различных неотрицательных решений, каж- 
дое из которых соответствует некоторому положи- 
тельному ^. 

Вернемся к изучению нелинейного уравнения (7.73). 
Допустим вначале, что функция }{ (, и, 9) удовлетворяет 

условию 

ОЕ, и, да  ЦЬшуЕ9) (1.82)
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где а, 20. Тогда оператор (7.76) удовлетворяет нера- 
венствам 

0< Fa(t)<a+bAw(t) — (69, wt)>0). (7.83) 

Если дополнительно выполнено условие 

by <1, (7.84) 

где ^ — наибольшее собственное значение оператора А, 
то уравнение ® = Ею имеет по крайней мере одно ре- 
шение в конусе К неотрицательных функций. Это утвер- 
ждение является непосредственным следствием теоремы 4.10. 
Нами доказана 

Теорема 7.11. Краевая задача (7.73) — (7.62) имеет 
по крайней мере одно неотрицательное решение, если 
выполнены условия (7.82) и (7.84). 

5. Существование неотрицательного и не равного 
тождественно нулю решения. Если 

T(tp eee. ty 0, 0, «2, 0) 0 {fy eee. Ly} € Q), (7.85) 

то краевая задача (7.73) — (7.62) имеет тривиальное нуле- 
вое решение. Укажем некоторые простые условия, при ко- 
торых эта задача имеет нетривиальные неотрицательные 
решения. 

Будем предполагать, что f (f,, ..., ty, U, Uys woe, Vy) 
HenpepbiBHO 2uddepeHunpyeMa MO MepeMeHHEIM UW, VU), ..., Un 
в окрестности нулевой точки. Из неотрицательности функ- 

ции /(Ё, и, 9) в области @ вытекает, что 

Fy (Ey В 0, 0, ..., 0) ==... 

hi (Е, weer бл 0, 0,..., 0) ==0. 

Функция 

= Е, wees 1) ==, (6, (№ 0, 0,..., 0) 

неотрицательна. Оператор (7.76) в точке 6 будет иметь 
сильную производную Фреше, причем 

| F’ (8) xt) = g (Ax). (7.86) 
Доказательство очевидно. 

Предположим, что функция ©’ (Г) отлична от тождествен- 

ного нуля. Пусть #5 (2) — функция (7.69).
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Лемма 7.3. Оператор (7.86) ®-положителен, где 
Uy (fC) = 8 (4 (0. 

Доказательство. При доказательстве леммы 7.1 
было показано, что из неравенств (7.68) вытекает справед- 
ливость Для каждой пеотрицательной и отличной от тож- 

дественного нуля функции х (1) неравенств 

аи, (6) < Ах (В < В, (0 (t € Q), 
где а и. В положительны. Тогда выполнены неравенства 

ал, (#) < Е’ (0х «В (69). 
Лемма доказана. 

В силу леммы 7.3 линейный оператор F’(@) имеет един- 
ственную нормированную собственную  неотрицательную 
функцию, ‘которой соответствует положительное собствен- 
ное значение ДА (9). 

Теорема 7.12. Пусть выполнены условия (7.82) 
и (7.84). Пусть А (6) >1. Тогда краевая задача (7.13) — 
(7.62) имеет кроме тривиального нулевого еще по 
крайней мере одно неотрицательное решение. 

Для доказательства достаточно из теорем об операто- 
рах, сжимающих конус, сделать вывод о существовании пе 
тривиального неотрицательного решения у уравнения (7.77), 
а затем построить искомое решепие по формуле (7.80). 

Лемма 7.4. ГГусть функция Т(ЁЬ и, 9) удовлетво- 
ряет условию (7.82) подлинейности и пусть 

lim sup ~ f(t, u,v) —h(f)|=0, (7.87) 
it —> сх 19, -©2<9, <> 

где h(t)=hA(t,, .... ty) —~ некоторая непрерывная не- 
отрицательная функция. 

Тогда оператор Е имеет сильную асимптотическую 
производную Е’ (со) по конусу К, причем 

Е’ (со) х (f) = h(t) Ax (6). (7.88). 

Доказательство по существу очевидно. В пред- 
положении противного найдется такая последовательность 

неотрицательных функций х„(#), что 

lim ем (f)|| = co
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~ 

и 

WFx, (fF) —AG)Ax, (| > Bollx,Oll (M=1, 2, ...), (7.89) 
где 8, — некоторое положительное число. 

| Из (7.87) вытекает существование такого 1 > 0, что 
при и > То выполняется неравенство 

f(t. u,v) — h@)u| <> yu. (7.90) 
Определим функции 2,„(Ё) равенствами 

| Ах, (6), ecm Ax, () > Yo . 

„= То, если Ах, (< т. 

Из условий (7.90) и (7.82) вытекает, что 

max | Fx, () — h(t) Ax, (6 < 
168 
< мах [1 [4 2, (0, Вх, ..., Вых] р— ВО 2. | - 

[9 | 
+ пах {[f{t, a, B. x, (8), ..-. Byx, (Di +o max h(t) < 

1E2,0<ca<y tER 

<F Sle, Ol Fat bo + olla Oil 
то есть 

| Fx, (t) — A(t) Ax, OX M+ Boll x, Ol, 
что противоречит (7.89). 

Лемма доказана. 
Аналогично тому, как была доказана лемма 7.3, можно 

показать, что оператор (7.88) %.-ограничен, где 9, (7) = 
— (Г) и, (Г). Поэтому оператор (7.88) имеет единственную 
неотрицательную собственную функцию, которой соответ- 
ствует собственное значение А (55). 

Выше через Л (9) было обозначено наибольшее собствен- 
ное значение линейного оператора (7.86) (для случая, когда 
фупкция 2(Г) не равна тождественно пулю). В случае, когда 

ЛЕ, В» 0,0,..., 0)=0, 

оператор Р имеет в точке @ сильную производную Фреше, 
равную нулю; в этом случае будем считать, что Л (0) =0. 

Теорема 7.13. Густь 

А (9) <1< (55).
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Тогда нелинейная краевая задача (7.13) — (1.62) имеет 
‹роме тривиального нулевого еще по крайней мере одно 
чеотрицательное решение. 

Доказательство. Для доказательства достаточно из 
еорем об операторах, растягивающих конус, сделать вывод 
› существовании нетривиального неотрицательного реше- 
ия (ГР) у уравнения (7.77), а затем построить решение 
‹раевой задачи по формуле (7.80). 

За недостатком места мы ограничиваемся приведенными 
1римерами. 

6. Единственность положительного решения. Рассмот- 
XMM здесь более простую задачу 

Lu= fit, и), u ()| cp =. (7.91) 

Эту задачу заменим эквивалентным иптегральным уравнением 

u(t) = f Git, s) f[s, a(s)| ds, (7.92) 
о 

где С (Ё, 5$) — функция Грина дифференциального опера- 
гора Ё при нулевых граничных условиях. 

Будем предполагать, что функция /(Ё, и) неотрицатель- 
Ha и по переменной ий вогнута в следующем обобщенном 
смысле: при и > 0 и любом *Е (0, 1) 

ft, и) — Ла 40 (69). (7.93) 

Лемма 7.5 *). Если выполнено условие (7.93), то 
оператор 

Рх()= [04 s) f (Is. x (s)}) ds (7.94) 

® 

и-вогнут, где и’ (Е) — функция (7.69). 
  

*) Утверждение леммы относится к произвольным нелинейным 
интегральным операторам вида (7.92), в которых ядро С (Е, 5) 
определяет интегральный линейный оператор А, обладающий тем 
свойством, что для каждой неотрицательной и не равной тожде- 
ственно нулю функции х (Г) выполняются неравенства, 

ашо (Г) < Ах (Е) < Виш (1), 

где а и В положительны, а и, (Г) — некоторая фиксированная 
функция.
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Доказательство. Если и(Г) неотрицательна, то и 
ГЕ, и(Р)] неотрицательна, причем У[{, и(№}] положительна. 
(в силу (7.93)) в тех точках, в которых положительна и(ё). 
Из теоремы 7.9 вытекает, что выполнено условие (6.1). 

Если и (Г) неотрицательна и не равна тождественно нулю, 
то при любом *,Е(0, 1) в тех точках ЕЕ, в которых 
и (Г) > 0, выполняется неравенство 

fit, тои (@)] — 57 (6, и Фу > 0. (7.95) 

Из (7.95) и снова из теоремы 7.9 вытекает, что 

f Git, s){f ls, чи ($)] — %/ ls, 2(s)I} ds au, (t)  (t€ Q), 
g 

где a >Q. Ho 

f С (Е, $) 1 [$, в ($)] 4$. < Ви, (#) (ЕЕ 9). 

2 

Поэтому 

{ Gt, s) f[s, tou (s)] ds > 

® 

25 (1 ==). 0 (&, $) Гб, и ($)14  @65). 
2 

Последнее неравенство совпадает с условием (6.5) и,-во- 
гнутости. 

Лемма доказана. | 
Из леммы 7.5 и теоремы 6.3 вытекает, что для един- 

ственности нетривиального неотрицательного решения у ура- 
внения (7.92) достаточно, чтобы оператор (7.94) был моно- 
тонен. Для монотонности оператора (7.94) достаточно неубы- 
вания по переменной и функции {[ (Е, и). 

Уравнение (7.92) эквивалентно задаче (7.91). Поэтому 
нами доказана 

Теорема 7.14. Если У(Ё, и) не убывает по перемен- 
ной и, а и удовлетворяет условию (7.93), то краевая за- 
дача (7.91) имеет не более одного неотрицательного ц 
не равного тождественно нулю решения.
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Это утверждение можно дополнить теоремой о сходи- 
мости последовательных приближений к единственному не- 
отрицательному решению. 

Теорема 7.15. Лусть Х(Е, и) не убывает по пере- 
менной и и удовлетворяет условию (7.93). 

Тогда краевая задача 

АГи = (Е, и), u (В |ег= 0 (7.96) 

имеет ненулевые неотрицательные решения при значе- 
ниях №, заполняющих некоторый интервал. Эти реше- 
ния и(Ё ^) монотонно и непрерывно зависят от ^. 

Теорема 7.15 содержит следствия из части результатов, 
изложенных в гл. 6, $ 2. Читатель без труда сформулирует 
следствия из других указанных там теорем. 

7. О квазилинейных уравнениях. Обшая теория поло- 
жительных решений нелинейных операторных уравнений 
может быть полезна и при исследовании квазилинейных 
уравнений, nape? вида 

(и) и == — у ау u) >a т at, ats + Yo и) 5“ Е, — + a(t, и) и = 

i, j=l 

au ди 
= f(t Ц, Ot’ ees a): (7.97) 

Предположим спова, что рассматривается первая краевая 
задача, то есть ищутся решения, удовлетворяюшие нулевому 
граничному условию (7.62). 

Относительно коэффициентов будем предполагать, что они 
достаточно гладкие и удовлетворяют таким условиям, при 
которых задача 

(и) и — f (6), и (|. =0 (7.98) 

имеет единствениое решение при любой функции /(Г) из 
некоторого функционального пространства (например, нри 
любой непрерывной /(г)). Это решение и(Ё) определяет не- 

линейный оператор Ё”' равенством [ ‘/==и. 
Допустим, что коэффициенты дифференциального опе- 

ратора Ё (и) удовлетворяют условию типа SM 60) (При любом 
неотрицательном и) и условию а(, и) 20. Тогда опера- 

тор [будет оставлять инвариантным конус неотрицательных
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функций. Действительно, если /( > 0 и u*(t)— pemie- 
ние задачи (7.98), то и*(Р) будет одновременно решением 
задачи 

(ии 10, ие, =0, (7.99) 

а решение последней задачи, как было выяснено в п. 1, 
неотрицательно. 

Краевую задачу (7.96) — (7.62) можно теперь свести 
к уравнению с оператором, оставляющим инвариантным ко- 
нус, при помощи замены С (и) и=\. 

Применения описанной схемы требуют преодоления ряда 
трудностей. Здесь пока получены лишь первые результаты. 

$ 3. Существование положительных 
периодических решений у системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка 

Общая теория, развитая в настоящей книге, может быть 
применена в двух планах к исследованию задачи о перио- 
дических решениях систем обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнений. 

Во-первых, можно пытаться в фазовом пространстве 
находить конусы, которые инвариантны по отношению 
к сдвигам по траекториям системы. Если, далее, удастся 
показать, что при сдвиге, соответствующем изменению вре- 
мени на величину периода правых частей, есть неподвиж- 
ная точка, то отсюда можно сделать вывод о наличии перио- 
дических. решений. 

Второй путь основан на переходе от системы диффереи- 
циальных уравнений к интегральным или интегро-функцио- 
нальным уравнениям, решения которых соответствуют перио- 
дическим решениям системы дифференциальных уравнений. 
Система интегральных или интегро-функциопальных урав- 
нений рассматривается как операторное уравнение $ == Аз 
в некотором банаховом пространстве Е. Если удается найти 
в Б инвариантный для А конус К, то можно пытаться при 
помоши общих принципов доказывать наличие неподвижных 
точек у оператора А, исследовать зависимость неподвиж- 
ных точек от различных параметров и т. д. Условия, при 
которых есть ненодвижные точки у оператора А, являются 

™
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одновременпо условиями сушествования периодических ре- 
шений у систем дифференциальных уравнений. 

Первый из указанных способов рассматривается в настоя- 
mem параграфе, второй — в $8 5. 

1. Принцип Пуанкаре. Рассмотрим систему обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений 

дх 
aoe hi, Хх, ..., Xn) 

Ce (7.100) 
Оха SE me fabs Xs vee Xp): 

Будем считать, что правые части определены при всех 
значениях переменных 

—<<Ьь х,..., хи < ©. 

Далее, будем предполагать, что правые части непрерывны 
по совокупности переменных и обладают свойствами, 
обеспечивающими единственность решения задачи Коши для 
системы (7.100). 

В дальнейшем систему (7.100) будем записывать в век- 
торной форме 

SE = F(t, x). А” Ма, lot) 

Уравнепие (7.101) рассматривается в п-мерном простран- 
стве Е”, в котором норму определим равенством 

ее... Ви. (7.102) 
В этом параграфе рассматривается вопрос о существова- 

нии у системы (7.100) периодических решений задаиного 
нериода ®. Естественно, что правые части также предпо- 
лагаются периодическими по f: 

ДЕ-о, Хх, ..., м) = ДЕ Хх... X,) (= 1,..., 2). 

(7.103) 

Для доказательства существования периодических реше- 
ний в ряде случаев удается воспользоваться следующим гео- 
метрическим принципом Пуанкаре. 

Допустим, что каждое решение системы (7.101) может 
быть продолжено на весь замкнутый промежуток 0 <Ё<о
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(следует иметь в виду, что это допущение является суше- 
ственпым ограничением).. По каждой точке хх. Е Е” построим 
решение х==х(, х) системы (7.101), удовлетворяющее 
начальному условию 

х (0, Хх) = Xo. (7.104) 

Определим оператор А равенством 

Аху=х (®, х)). (7.105) 

Если окажется, что оператор А имеет неподвижную точку х*, 
то это означает, что у системы (7.101) есть решение х*(®), 
удовлетворяюшее условию х*(®) = х*(0) = х*. Из перио- 
дичности по ЕЁ правых частей системы вытекает, что х*(Ё) 
можно но периодичности продолжить на все значения Ги 
это продолжение будет решением системы (7.101). Иначе 
говоря, из существования неподвижной точки у опера- 
тора (7.105) вытекает существование периодического решения 
у системы (7.101). 

В ряде случаев оператор (7.105) удобно рассматривать 
не на всем пространстве Е”, а на некотором множестве ТС Е. 
Ниже роль этого множества Т будет играть конус К век- 
торов с неотрицательными координатами. 

Если нельзя гарантировать продолжимость всех решений 
системы (7.101) на промежуток [0, w], то ипогда удается 
построить новую систему 

2%. —= g(t, x), (7.106) 

решения которой продолжимы на [0, «], причем все перио- 

дические решения повой системы являются одновременно 
периодическими решениями системы (7.101). Для доказатель- 
ства существования периодических решений у системы (7.106) 
уже можно применить изложенный выше принцип Пуанкаре. 

2. Существование неотрицательного периодического 
решения. Потребуем дополнительно, чтобы каждая функция 
Ги, х, ..., хз) удовлетворяла условию: 

ЛЬ хрень 0, Хыь +. м) 20 (х,20 при / = 0. 

(7.107) 
Из этого условия вытекает, что при движении по траекто- 
риям системы (7.101) ни одна точка не может выйти из
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конуса К. Чтобы не ссылаться на теоремы о дифференциаль- 
ных неравенствах, приведем прямое доказательство этого 
факта. 

Рассмотрим вспомогательную систему 

SON fits Xp eee Xe 
a (7.108) 

dX, 

FE Inte hy vee Ha) +8 
где = — фиксированное положительное число. Траектории 
системы (7.108) из конуса К не выходят, так как в каждой 
точке пересечения траектории с границей конуса те коор- 
динаты, которые равны нулю, строго возрастают. Из не- 
прерывной зависимости решений системы (7.108) от пара- 
метра = и из замкнутости конуса вытекает, что решения 
системы (7.101) также не выходят из конуса. 

Пусть Ф(х:,..., х,) — непрерывно дифференцируемая 
неотрицательная функция, удовлетворяющая условию 

lim Ф(х,, ..., Хх) = 05, (7.109) 
х> 0, [|-> © 

и такая, что ее поверхности уровня выпуклы. Удобно счи- 
тать, что градиент функции Ф(х,, ..., х„) не обращается 
в нуль при достаточно больших значениях |х.|-... ||. 

Предположим, что 

Die Hy cons edge Oy ove хд «0, (7.110) 
i=} 

если х,.... Хх, 20и 

ж-+... +, 2 А, 

где А, — некоторое положительное число. Тогда каждое 
решение системы (7.101), удовлетворяющее начальному усло- 
вию из конуса К, будет ограниченным и, следовательно, 
будет определено при всех положительных #. Пусть норма 
всех точек х, лежащих на поверхности 

D (x), eees X,) = Dy, 

Gonmbuie 4em Ry—Taxoe @M) можно выбрать в силу (7.109). 
Обозначим через Т множество тех точек конуса К, на 
которых значения функции Ф (х,, ..., х„) не превышают Фх, 

19 Зак. 2918. М. А. Красносельский
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Каждая траектория системы (7.101) не выходит из области 7. 
Поэтому оператор (7.105) преобразует Т в себя. Мниоже- 
ство Г ограничено, выпукло и замкнуто. Из принципа не- 
подвижной точки Брауэра (обобщением которого является 
применявшийся выше принцип Шаудера) вытекает, что А 
имеет по крайней мере одну неподвижную точку на Т. 

Таким образом, из условий (7.107) и (7.110) вытекает 
существование по крайней мере одного периодического 
решения системы (7.100), лежашего в конусе К. В качестве 
примера рассмотрим случай, когда 

D(x, 0, ETI fae (TAM) 

Тогда условия существования периодических решений имеют 
следуюший вид: 

Теорема 7.16. [/усть правые части системы (7.100) 
периодичны по Ё с периодом ®. Пусть выполнены условия 
(7.107). Пусть, наконец. 

2 ХЛ хь .... Хх), (7.112) 

если сумма х--... -х, (х, 20) достаточно велика. 
Гогда система (7.100) umeem no крайней мере одно 

неотрицательное периодическое решение 

х (020, хЕ-0)=х,(0 ((—1,..., И). (7.113) 

Рассуждения настояшего пункта без труда переносятся 
на случай более широких классов функций Ф(х., ..., х)), 
удовлетворяющих условию (7.109). 

Выбор различных функционалов приводит к различным 
условиям типа (7.112). В частности, условие (7.112) можно 
заменить неравенством 

2 x9f (t, Xy coer X_) <0, (7.114) 

где & — любое фиксированное число из промежутка (—1, со). 
3. Постановка задачи о существовании положитель- 

Koro периодического решения. В этом и следующих пунктах 
‘мы будем предполагать, что 

Л, 0, ...у 0) =0 (i= 1, eee п). (7.115)
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: B этом случае система (7.100) имеет очевидное нулевое 
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периодическое решение. Нас будет интересовать вопрос 
о существовании второго периодического решения в конусе. 

Условия типа (7.112) или (7.114), как мы уже указывали, 
обеспечивают продолжимость всех решений системы (7.100) 
с начальными условиями из конуса К на все значения ft > 0. 
Поэтому оператор А определен на всем конусе К и пре- 
образует его в себя. Предположение (7.115) означает, 
что AG== 8, Для доказательства существования ненулевых 
неподвижных точек у оператора А можно применять тео- 
ремы 4.11—4.16. 

Из условия (7.112) или из аналогичных условий либо 

непосредственно вытекает, что Ах».х при хЕК и при 
достаточно больших значениях ||х|, либо вытекает, что 
оператор А на элементах с большой нормой можно пере- 
определить так, чтобы у него ие появились новые непо- 

~~ 

движные точки и чтобы переопределенный оператор А удо- 

влетворял условию Ах>.х на элементах хЕК с достаточно 
большой нормой. Поэтому условия существования периоди- 
ческих решений можно получить следующим образом: найти 

производную А’(6) оператора А и потребовать, чтобы опе- 
ратор А’(0) имел в конусе К единственный собственный 
вектор, которому соответствует собственное значение, боль- 
шее чем |. Оказывается, что оператор А” (0) может быть 
построен решением некоторой линейной системы дифферен- 
циальных уравнений с периодическими коэффициентами. 

4. О линейных системах обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений. Рассмотрим систему 

  

= dy (yt oe. FOO, в. 
ee (1.116) 

da (Ох... ВО жив (©, 

которую запишем в векторной форме 

о = Biyx +h. (7.117) 

Функции b,, (t) uw В; (1) будем предполагать непрерывными. 

19*
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‚При построении и исследовании решений системы (7.116) 
важную роль играет так называемый матрицант U (Ef, 5), 
определяемый равенством 

t t fy 

U (t, s)=I+ f B(t)dt,+ f Be) f BG) at, dt, + Lees 

° ° " (7.118) 
который является при фиксированиых Ёи $ линейным опе- 

ратором, так как ряд (7.118) сходится по норме операторов 
равномерно относительно Г и $ из любых конечных про- 
межутков. 

Решение линейного однородного уравнения 

а <= Bit) x, (7.119) 

удовлетворяющее начальному условию 

х ($) = Xp, (7.120) 
можно записать в виде 

x(t)=U(E, Эх. (7.121) 

Решение неоднородного уравнения (7.117), удовлетворяю- 
щее начальному условию (7.120), записывается в виде 

{ 

x(QQ=UE, s)xyotfU Эв®а. — (1.122) 

Обе последние формулы проверяются непосредственным диф- 
ференцированием, если учесть равенства 

ИЕ = (Е ЭОС, 9=06 5. 

В дальнейшем будем предполагать, что коэффициенты 25,, ({) 
системы (7.116) периодичны по { с периодом ®. Для этого 
частного случая матрицу 

U=U a, 0) 

называют матрицей монодромии.
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Введем обозначения 

пах ВО 

max ||U(¢, s)||=)). 
0< <® , 

Тогда из (7.122) вытекает оценка 

IX Ol<Arllvollt+ do max NAGI  ©0<#<%). (7-128) 

Ниже будут рассмотрены матрицанты таких линейных 
систем, коэффициенты которых удовлетворяют дополнитель- 
ному условию: 

b(t) 20 O<t<w, ij=l,..., a 1-=Л. (124) 

Как нам уже известно, решения однородной системы (7.119) 
при условии (7.124) не выходят из конуса К. Значит, матрицант 
является оператором, который оставляет конус инварнантным. 
Заметим, что непосредственно из вида (7.118) матрицанта С (Е, $) 
заключение об инвариантности конуса сделать затруднительно, 
так как диагональные элементы O,,(f) не предполагаются 
положительными. 

Из результатов гл. 2 вытекает 
Теорема 7.17. Если выполнены условия (7.124), то 

матрица монодромиц имеет по крайней мере одно не- 
отрицательное собственное значение. Этому собствен- 
ному значению № соответствует собственный вектор 
с неотрицательными координатами. 

Если функции b,j (t) npu ==] положительны, то № 
является простым собственным значением матрицы моно- 
дромии; остальные собственные значения по модулю 
меньше №. 

В заключение рассмотрим случай системы (7.119) с по- 
стоянными коэффициентами, то есть системы 

ах 
a Oy —- eee +b, ns 

Dee (7.125) 
ах 
— = bX) + eee + BanX ne 

° e e e e 2 e
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Матрицантом этой системы является матрица e8 4-9; 
матрица монодромии — это матрица еВ®. Собственные зна- 
чения матрицы монодромии равны е^®, где 4— собственные 
значения матрицы В, то есть корни характеристического 
уравнения 

bh by ane Op 

Day Dag—h 20 Dag =0. (7.126) 

by 849 eee Ban 

Из теоремы 7.17 вытекает (впрочем, это легко получить 
ий непосредственно), что уравнение (7.126) имеет по крайней 
мере один вещественный корень, если неотрицательны все 
недиагональные элементы матрицы В. 

5. Производная оператора А. Предположим, что функ- 
ции ], (Е, х,..., Ха) удовлетворяют условиям 

1 0,..., )=0 (=—I1,..., m. (7.127) 

Будем считать, что существуют производные 

д . 
yO) = oy Fi. 0,..., 0) (1, j=1, oe ee п) 

и, более того, что имеют место представления 

fils Xp ce X= 
= bj Ох... Ро Фх НФ х,.... х,). (7.128) 

гле функции $; (1, хм, ..., Х) содержат малые высших по- 
рядков: 

[Ех ..., ха (к) @=1,2,..., п) (7.129) 

и неубывающая функция а(р) удовлетворяет условию 

tim — 0. (7.130) 

Тогда система (7.101) может быть записана в виде 

2 = В (Ох Фе. х), (7.131) 

где 

ИФ (Е, х)|< па (| х|). . (7.132)
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Покажем, что производная А’ (9) оператора (7. 105) опреде- 
ляется равенством 

Уравнение (7.131) равносильно интегральному уравнению 

f 

x(t)=U(t, 0) rot [UC s)o[t, x (x)] dt, 

откуда вытекает оценка 

[хо НЕ Но max els xO O<P<w) 
ив силу (7.132) 

‚ тах 1х ФВ хо Рома ( max Их x (ll). (7.134) 
ats Ww gt 

Из (7.130) и из непрерывной зависимости решений от на- 
чальных данных вытекает существование такого 85, что при 
|х.|[< 8, выполняется неравенство 

с (тах |= (91) < зноя мах 1х (9. 
Значит, при ||ху| < 5% из (7.134) вытекает следующая оценка: 

max ||х (|< 28, |х |. (7.135) 
StS Ww 

Обозначим через y(t) решение однородной системы 

a = B(t) y. OuenuM pasHoctb x (f) — y(t), rae pemenue x (ft) 

удовлетворяет тому же начальному условию, которому 
удовлетворяет у (Г). Очевидно, 

d {x Oo y()) __ p @(xH—yd) + ef[4, «O), 

откуда 
f 

xQH—yO= [uC colt, x(n] de 
0 

HB cuny (7.135) mpu || xl] < 5% выполняется неравенство 

lx 4) — yOll < Бопа (26; | х||) (0 <2< 5).
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Из (7.130) вытекает тогда, что 

lim шах МУ! <b,won lim а (26, 1.Хо |) __ 

№1 00<#<о | Xo | {| Xol|-> 0 {| Хо] 
= 0.   

Формула (7.133) доказана. 
6. Существование положительного периодическс-- 

решения. В п. 3 было показано, что при условиях типа (7. ' 
можно гарантировать существование положительного пери:. 
дического решения, если оператор А’(0) имеет в конус: 
единственный собственный вектор, которому COOTBeTCTBYe” 
собственное значение, большее чем |. 

Таким образом, нами доказана 
Теорема 7.18. Пусть удовлетворяющие условиях 

(7.107) # (7.117) функции ПД х,..., х)) допускаюй 
представление (7.128). Пусть выполнено условие (7.112, 
Пусть, наконец, наибольшее вещественное собственно: 
значенце матрицы монодромии линеаризованной системь 

Y= Boy больше чем 1 и матрица монодромии в ке 

нусе неотрицательных векторов не имеет ненулевых Не 
подвижных точек (не имеет положительных собственны 
векторов, которым отвечает собственное значение, рак 
ное 1). 

Тогда система (7.100) имеет по крайней мере одн‹ 
положительное периодическое решение х(Ф: 

(020, Хх >0, ха) = хи. 

Заметим, что из условий (7.107) и (7.117) вытекает не 
отрицательность функций 6,, (#) при { = Л. Поэтому матриц» 
монодромии всегда имеет положительное вещественное соб- 
ственное значение. 

Если матрица В (Г) не зависит от &, то достаточное усло- 
вие существования положительного периодического решения 
(при выполнении условий (7.107), (7.117) и (7.112)) форму- 
лируется особенно просто — достаточно, чтобы уравнение 
(7.126) имело положительный корень и не имело нулевого 
корня. 

Допустим теперь, что при неотрицательных х, и при 
достаточно больших суммах X,-+ ... +x, выполнено
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неравенство 

3 у д 
Ул. Xx)» “oes Xn) Ox; Ф (х,, вое, х,)>0 (7.136) 

i=} 

в определенном смысле противоположное неравенству (7.110). 
Если выполнено условие (7.136), то решения системы 

(7.100) могут оказаться непродолжимыми на промежуток 
[0, ®]. В этом случае наряду с системой (7.100) рассмотрим 
вспомогательную систему 

  

  

  

ах 21 (t, Xy, 2.0) Xn) 

dt n , 

хи) У [214 Хь..., Хи) | 
i=l 

. Foe eee ee ee ee (7137) 

AXn __ En (bt, X1, .. + Xn) 
dt п , 

1+ (x1, .. хи) У, |121, хь..., Хн)| 
i=} 

где 

2 ль... Ха) = 
ПЕ, Хь +, Ма), если Ф(х,..., Хх) < Dy 

д 
“ye Xp ever XA O (My vos La) Gyr Op ee Hy), 

если Ф(х,,..., X,) > Фу 
и 

9 (xX), ees x)= 

0, если Ф(х,,..., Х,) < Фу 

 \Ф(х,.... Х)—Ф, если Ф(х,.... ©.) > Dp, 

а Ф, — такое положительное число, что при 

D(x}, 2.2, X,) > D (7.138) 

выполнено неравенство (7.136). 
Правые части системы (7.137) ограничены (в конусе не- 

отрицательных векторов), поэтому ее решения можно считать 
определенными при всех #20. Каждое неотрицательное 
периодическое решение 

х* (= {x} (t), wean X, (é)|
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системы (7.137) будет одновременно периодическим решением 
основной системы (7.100). Чтобы в этом убедиться, доста- 
точно заметить, что в силу (7.136) на каждом решении 

х (= (х, (©, ..., м, (0 

системы (7.137), лежащем в области (7.138), функция 

и (р =Ф[х, (0,..., Хх, 

строго возрастает, так как ее производная положительна. 
Правые части системы (7.137) удовлетворяют условию 

(7.136). Таким образом, общность результата не уменьшится, 
если мы дополнительно к условию (7.136) предположим, что 
все решения системы (7.100) определены на промежутке 
[O, wl}. 

Из условия (7.136) легко вывести следствие, что опера- 
тор А, определенный равенством (7.105), либо удовлетворяет 
при больших значениях В(х1, ..., х„) условию 

либо его можно переопределить таким образом, чтобы это 
условие выполнялось для переопределенного оператора. Из 
результатов гл. 4 вытекает тогда, что достаточным условием 
существования периодических решений у системы (7.100) 
является предположение о том, что спектр оператора А’ (8) 
лежит в круге, радиус которого меньше 1. Как нам уже 
известно, оператор А’ (6) есть оператор монодромии линеа- 
ризованной системы. 

Выбирая в качестве Ф(х., ..., х„) функцию (7.111), при- 
ходим к следующей теореме: 

Теорема 7.19. Пусть удовлетворяющие условиям 
(7.107) и (7.117) функции ЛС, м, ..., Хх) допускают 
представление (7.128). Пусть выполнено условие 

n 

2a Xfi (ts Xp +01 Xq)>0, (7.139) 

если сумма X,+-... +X, (x; 20) достаточно велика. 
Пусть, наконец, все собственные значения матрицы мо- 

. d 
нодромии линеаризованной системы т =В(у no MO- 

дулю меньше ].
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Тогда система (7.100) имеет по крайней мере одно 
положительное периодическое решение х (ФР: 

x, () > 0, > x,O>0, x, (¢+0)= x, (0. 

7. Линеаризация на бесконечности. Предположим, что 
функции ‘7; (&, х,..., Х„) асимитотически линейпы по ко- 
нусу К. Это значит, что существуют такие функции с; (6), 
что при неотрицательных х;,..., х,„ справедливы предста- 
вления 

С, хм, ..., Хх) = 

= C7 (EX ... с, Фх Е, хь ..., Хх) (1.140) 

где 

1, ххх], (7.141) 

причем неубывающая функция 1 (0) удовлетворяет условию 

tim 10) — 9, (7.142) 
6» со 

Функции с;,(Р) в дальнейшем предполагаются непрерывными. 
Если выполнено условие (7.140), то систему (7.101) можно 

переписать в виде 

& = C(t)x tot, *), (7.143) 
где 

od, |< пт х. (7.144) 

Отметим, что все решения системы (7.143), лежащие в ко- 
нусе, будут определены при всех значениях ¢ > 0. 

Матрицант линейной системы 

29 = Су (7.145) 

обозначим через У(Ё, $). Тогда решения системы (7.143) 
будут удовлетворять интегральному уравнению 

х0=У(, ож-Е | У, эф, хак. (0.146) 
| 0
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Нашей ближайшей целью является доказательство асимп- 
тотической линейности по конусу оператора А, определен- 

ного равенством (7.105), и установление равенства 

А’ (со) ху = Ух = У (о, 0) хо. (7.147) 

Пусть задано произвольное > 0. Из (7.144) и (7.142) 
вытекает существование такого числа М —= М (&), что 

WP, |< &|х|--М(® (ЕК). (7.148) 
Тогда из (7.146) вытекает неравенство 

тах |х (|< 62] || 4+-4,0[e max |] x (|| 4-M(e)]. 
0<t<w O0<ct¢w 

откуда 

  тах ||x(f)\|< ball хо The (=) ' (7.149) 
0<%1< о 2 

где 

6. = тах ||У(, $] ||. 
Ogt,s<gw 

Iyctb y(t)—pemenne cuctemy (7.145), ynoBnetBopswulee 
тому же начальному условию, которому удовлетворяет ре- 
шение х(Р) системы (7.143). Очевидно, 

И = CH) (x—y) +9, 2). 
откуда 

{ 

x)—yO=f VE dole. x@lde 
0 

и в силу (7.148) и (7.149) 

[2 (0 — yO < bywe 2a 
1 — bowe 

  

Из полученного неравенства вытекает, что 

— b20 и МФУ — _ be 
XoEK, || X9!! > со lI %o Il “> 1 — bywe’ 

  

И так как = произвольно, то 

im МОУ о 
жЕК, 1%! - 00 [Хой
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Полагая в последнем равенстве f==w, приходим к ра- 
венству (7.147). 

8. Существование положительных периодических ре- 
шений у линейных на бесконечности систем. Из резуль- 
татов последнего пункта и из теоремы 4.7 вытекает, что 
система (7.100) имеет по крайней мере одно периодическое 
решение, если выполнено условие 

ЛЕ Хр... Хы 0, Хр... )20 (>20 при 1+) 
(7.107) 

и если все собственные значения матрицы монодромии си- 
стемы (7.145) по модулю меньше |. Здесь предполагается, 
что правые части системы допускают представление (7.140). 

Сформулируем в качестве отдельной теоремы следствия 
из теорем 4.11 и 4.16. 

Теорема 7.20. Пусть выполнены условия (7.10Т) и 
(7.117). Пусть правые части системы (7.100) допускают 
представления (7.128) и (7.140), причем каждая из матриц 

монодромийи систем 5 = Ву u D2 =С®у имеет 

единственный собственный вектор с неотрицательными 
компонентами, которым отвечают собственные значе- 
HUA hy UW Xoo. 

Гогда для существования положительного периодиче- 
ского решения достаточно, чтобы выполнялось одно из 
условий: либо 

№<1, ho > I, 

Pl, he<h 
9. Замечание о теоремах единственности. Теоремы 

единственности и теоремы о сходимости последовательных 
приближений, установленные в гл. 6, применимы и к задаче 
о периодических решениях системы (7.100). Эти применения 
основаны на признаках вогнутости операторов точечных 
преобразований. 

Отметим, что условия применимости метода последова- 
тельных приближений являются одновременно условиями 
асимптотичесыой устойчивости соответствующего периодиче- 
ского решения. 

Соответствующие результаты будут изложены в другом 
месте. 

либо
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$ 4. Двухточечная крабвая задача 

1. Функция Грина оператора х. Рассмотрим краевую 
задачу р: 

Xx 
— ar = 9), х (0) = « (1)=0. (7.150) 

Функция х(Ь определится, как известно, равенством 

1 

x)= A= [GF s) y(S), - (7.151) 
0 

где функция Грина С (Ь $) имеет вид 

G f(i—s), ecm t<s, 

ME I=) op, ecm s<t. 
В справедливости формулы (7.151) легко убедиться непо- 
средственным дифференцированием. 

Лемма 7.6. Пусть у(Ё>0 и уЮ 20. Тогда най- 
дутся такие положительные а и В, что 

at(1— ft) <Ay()<bEUI—H (O<t<1). (7.153) 

HMokxasateabcrso. [ycrb [f,, 25] — произвольный от- 
резок, являющийся частью отрезка [0, 1]. В силу (7.152) 

(7.152) 

при 0 < Ека будет выполняться неравенство 

t, ts te 

Гос s)ds > f G(t, s)ds—t f (1—s)ds> 
ty Litt, title 

2 2 I 

>t fc —s)ds=at, 
to-f yo 

  

а при fs tf <t< 1— HepapenctBo 
нь 

te 2. 

foe s)ds> { Gt, s)ds = 
t; ty 

+ to—ty 

2 ° 2 

=(1—Af sds>(l— ь [| 548 =а(1— 9. 
1) 0
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Из полученных неравенств вытекает, что при всех ЕЕ [0, 1], 
справедливо неравенство 

fy 

f G(t, s)ds > amin (t, 1 —t} > at(1 — 2). 
ty 

Очевидно, 

{2 I 1 

[64 9&= fsa—Has+ ftd—s\ds=Ftdl—p. 
0 0 f 

Таким образом, 

а 1 

[ое $48 > f Ge. s) ds. 
ty 0 

Последнее неравенство является условием (7.4) леммы 7.1. 
Из этой леммы вытекает справедливость неравенств (7.153). 

Лемма доказана. 
Оператор (7.151) действует в пространстве С иепрерыв- 

ных на [0, 1] функций, и его значения являются дифферен- 
цируемыми функциями. Положим 

А 

By =F Ay. | 
Очевидно, 

1 { 1 

By (t) = [ Gi. s)y(s)ds=— f sy(s)ds + | 9—8) (945. 
0 0 t 

(7.154) 

Операторы А и В вполне непрерывны в пространстве С. 
Из неотрицательности С(Ь, $) вытекает, что оператор А. 
оставляет инвариантным конус К неотрицательных функций. 
Лемма 7.6, в частности, означает, что оператор (7.151) 
и-положителен, где 

1 

uy (t) = 2 Гос, s)ds =t(1 —2). (7.155) 
0
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2. Собствениые значения и осцйллирование решений. 
В дальнейших построениях важную’ роль будут играть опе- 
раторы Ри @ вида 

1 

Px (t) = b(t) f G(t, s) x(s) ds (7.156) 
: 

1 

@х (В = f G(t, s)b(s) x (s) ds. (7.157) 
0 

Функция b(¢f) предполагается неотрицательной. 
Каждый из операторов Р и @ очевидным образом ®,-по- 

ложителен. Это следует из неравенств (7.153), если в случае 
оператора Р положить 95(Р) =5 (1) и, (Ф), а в случае опера- 
тора @ положить 9, (Р) = щ (В. Поэтому каждый из операто- 
ров (7.156) и (7.157) имеет единственную неотрицательную 
собственную функцию, которой соответствует простое поло- 
жительное собственное значение, причем это собственное зна- 
чение больше абсолютных величин остальных собственных 
значений. Это собственное значение будем обозначать соот- 
ветственно через Х(Р) или Л (0). 

Операторы Р и @ тесно связаны с краевой задачей 

FE Lox =0, x(=x(I)=0. — (1.158) 

Эта краевая задача эквивалентна уравнению 

Ох (В = Ах (9. 

Если же в краевой задаче произвести замену (7.150), то мы 
придем к уравнению 

Px (t) =)x (2). 

Таким образом, собственные значения операторов Ри @ 
совпадают с собственными значениями краевой задачи (7.158). 

Пусть А* — наибольшее собственное значение краевой за- 
дачи (7.158). Число № будет одновременно наибольшим соб- 
ственным значением оператора @. Поэтому соответствующая 
собственная функция х* (Р) на интервале (0, 1) положительна. 
Из теоремы Штурма (см. В. В. Степанов [1] ) вытекает, что
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°ни одно решение уравнения 

№4 рф х—0 
ай 

не обращается два раза в нуль на интервале (0, 1). 
Допустим, что ^* < 1. Тогда у уравнения 

а? В (Е T5450 x=0 (7.159) 

коэффициент при х больше коэффициента д (2) при ху урав- 
нения 

Te +b) x =0. (7.160) 
Из теорем сравнения (см. В. В. Степанов [1]) вытекает, что 
у уравнения (7.160) нет решений, дважды обращающихся 

‚ в нуль на (0, 1). Более того, у уравнения (7.160) нет реше- 
ний, дважды обращающихся в нуль на [0, 1]. Действительно, 
если бы у уравнения (7.160) было решение х, (1), обращаю- 
щееся в нуль в точках О и &, где О< Ц < 1, то реше- 
ние х. (г), обращающееся в нуль в точке == (где = — до- 
статочно малое положительное число), обратилось бы в нуль 
в некоторой точке & Е (Е, 1) (рис. 5). Это означало бы, что 
у уравнения (7.160) есть 
решения, дважды аннули- “7} 
рующиеся на (0, 1), чего 
быть не может. Анало- 
гично доказывается, что Z(t] 20) 
у уравнения (7.160) нет 
решений, аннулирующих- 
ся в точке ¢=1 HB He- 7 
которой точке & Е (0, 1). ИЕ 2% \/ 
Наконец, не может быть 
решений, аннулирующих- Рис. 5. 
ся в точках Ou 1, — Bnpo- 
тивном случае это решение было бы знакопостоянным и его 
без ограничения общности можно было бы считать неот- 
рицательным; но в этом случае у краевой задачи (7.158) 
или, что то же, у оператора (7.157) есть два собственных 
значения A==\* 4w ^=1, которым соответствуют неотрина- 
тельные собственные функции; а это противоречит тому, что 
оператор (7.157) 9,-положителен. 

  

=
 1   

30 Зак. 2918. М. А, Красносельский
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Допустим, что ^*`> 1. Тогда излеоремы сравнения выте- 
кает, что между каждыми двумя/ нулями любого решения 
уравнения (7.159) любое решение’ уравнения (7.160) по край- 
ней мере один раз обращается в нуль. Пусть х, (Е) — реше- 
ние уравнения (7.160), обра nous? в нуль в точке # = 0; 
следующий нуль Ё будет в интервале (0, 1) (см. рис. 5). 
Решение уравнения (7.160), обрашающееся в нуль в точке 
[—е (=— достаточно малое положительное число), будет 
на интервале (0, 1) обращаться в нуль дважды. 

Пусть ^*=1. Тогда ни одно решение уравнения (7.160) 
(которое в рассматриваемом случае совпадает с уравне- 
нием (7.159)) не обратится в нуль на интервале (0, 1) дважлы, 
так как в противном случае неотрицательная собственная 
функция в силу теоремы Штурма обрашалась бы в нуль 
в некоторой точке иптервала (0, 1) и была бы знакопере- 
менной. 

Нами доказана 
Теорема 7.21. Для того чтобы наибольшее соб- 

ственное значение № операторов Р и @ удовлетворяло 
неравенству №1, необходимо и достаточно, чтобы 
ни одно нетривиальное решение уравнения (7.160) не обра- 
щалось в нуль дважды на промежутке [0, 1]. 

Для того чтобы наибольщее собственное значение h* 
операторов Р и @ удовлетворяло неравенству №>1, 
необ ходимо и достаточно, чтобы хотя бы одно нетри- 
виальное решение уравнения (7.160) дважды обращалось 
в нуль на интервале (0, 1). 

3. Двухточечная краевая задача для скалярного урав- 
нения. Рассмотрим уравнение 

Ча ЕЛЬ х, 97) = 0. (7.161) 

Двухточечной краевой задачей называют задачу об отыскании 
решений уравнения (7.161), удовлетворяющих граничным 
условиям 

х (4)=х, х(6)=%.. 

Иначе говоря, решения двухточечной задачи — это интеграль- 
ные кривые, проходящие через две заданные точки. 

После замены перемейных 

{а @— а), ху, (а)
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двухточечная задача переходит в задачу об отыскании реше- 
ний диффереициальтого уравнения второго порядка, прини- 
мающих в точках 0 и 1 нулевые значения. Мы предположим 
сразу, что ищутся решения уравнения (7.161), удовлетво- 
ряющие граничным условиям 

х (0) = х (1) = 0. (7.162) 

Нас будут интересовать неотрицательные решения задачи 
(7.161) — (7.162). 

Произведя в уравнении (7.161) замену (7.150), получим 
эквивалентное краевой задаче (7.161) — (7.162) интегральное 
уравнение 

1 1 

у = 7 [Gh y@as, [Gt 3) эко | (7.163) 
0 0 

которое мы будем записывать в виде 

yO=fll, Ay), By@I, (7.163) 

где Аи В — операторы (7.151) и (7.154). 
Если Г (Е, и, 9) непрерывна по совокупности переменных, 

то оператор Р, определенный правой частью уравнения (7.163), 

Ру (= 1, Ау(в, Ву(В, (7.164) 
действует в С и вполне непрерывен. В дальнейшем предпо- 

лагается, что 

Г (Е, и, 9)>0 (0<1<1, и>20, —с©<уч<оэ.. (7.165) 

Тогда оператор (7.164) оставляет инвариантным конус К 
неотрицательных функций. 

4. Неотрицательные решения двухточечной задачи. 
Пусть 

О < ЛС, и, ) за щи 

(O<t<l, u>0, —co<v<co). (7.166) 

Тогда оператор (7.164) будет иметь мажоранту 

Ру () =а-- 5, (© АУФ, 

20*
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причем Fr будет иметь сильную аеймптотическую произ- 
водную / 

Е*" (су = by(f) Ay 
Из теоремы 4.10 вытекает, что уравнение (7.163) имеет по 
крайней мере одно неотрицательное решение, если наиболь- 

шее собственное значение ^* оператора F* (со) меньше чем 1. 
Поэтому двухточечная краевая задача имеет по крайней мере 
одно неотрицательное решение, если \* < 1. Если использо- 
вать теорему 7.21, то последнее утверждение можно форму- 
лировать в следующем виде: 

Теорема 7.22. Пусть непрерывная функция Г (Ё, и, v) 
удовлетворяет условию (7.166). Пусть ни одно нетри- 
виальное решение уравнения 

42 

ax +b) (t) x=0 

на промежутке [0, 1] не обращается дважды в нуль. 
Тогда краевая задача (7.161) — (7.162) имеет по край- 

ней мере одно неотрицательное решение. 
Приведем одну теорему о существовании нетривиальных 

неотрицательных решений двухточечной краевой задачи 
в условиях, когда эта задача имеет тривиальное нулевое 
решение, то есть когда имеет место равенство 

ГЕ, 0, 0) =0 (0<t<1). (7.167) 

Пусть Х(Ё, и, 9) непрерывно дифференцируема No uu v 
при малых значениях этих переменных. Из условия (7.165) 
вытекает, что ], (Е, 0, 0) ==0. Оператор (7.164) будет иметь 

в точке @ сильную производную Фреше 

F’ (8) y (£) =a (£) Ay (0), (7.168) 

где а(#) =, (Ё 0, 0) и а(#) — неотрицательная непрерывная 

функция. Далее, пусть функция Х(Ё, и, 9) асимптотически 
линейна в том смысле, что 

—b(t 
lim. зир ещо ви! — 0, 
и о 0% <1 -ю<о<о и 

roe 6(f) — некоторая неотрицательная непрерывная функция. 
Нетрудно видеть (ср. $ 2, п. 6), что при этом условии опе-
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ратор Г имеет сильную асимптотическую производную 

F’ (co) y(f) = (8 Ау(®. (7.169) 

Из результатов гл. 4 и из теоремы 7.21 вытекает 
Теорема 7.23. Пусть выполнено условие (7.167). 

Пусть каждое нетривиальное решение одного из уравнений 

а? d? я-а х==0 =F+oox«=0 

не обращается дважды в нуль на промежутке [0, 1], 
а второе из уравнений имеет хотя бы одно решение, 
аннулирующееся дважды на интервале (0, 1). 

Тогда краевая задача (7.161) — (7.162) имеет кроме 
нулевого еще по крайней мере одно неотрицательное 
решение. 

Рассмотрим более простую двухточечную задачу: 

ЧЕ (0, х(0)=х(1)=0. = (7.170) 

Она эквивалентна ннтегральному уравнению 

1 

x= f Ge, s) f [x (s)] ds. (7.171) 
0 

Если функция / (и) вогнута, то оператор, определенный пра- 
вой частью уравнения (7.171), будет иу-вогнут, где из (@) = 
—#(1— 2). Поэтому вогнутость функции Г(и) влечет 
единственность нетривиального неотрицательного реше- 
ния задачи (7.170). 

Читатель без труда сформулирует для двухточечной крае- 
вой задачи следствия из других результатов гл. 4—6. 

Отметим, что приведенные выше теоремы о решениях 
двухточечной краевой задачи для скалярного уравнения (7.161) 
могут быть получены и без привлечения методов функцио- 
нального анализа. Для этого может быть использован метод 
изучения интегральных кривых на фазовой плоскости. Однако 
примененные методы имеют то серьезное преимущество, что 
они без затруднения переносятся на случай векторных урав- 
нений. Примеры такого переноса читатель найдет в следую- 
щем параграфе.
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Сделаем еще одно замечание. Анблиз фазового портрета 
уравнения (7.170) показывает, что оно имеет единственное 
нетривиальное неотрицательное решение и в случае, когда 
Г) (Г(0) = 0) выпукла. Иначе говоря, интегральное уравне- 
ние (7.171) с выпуклой функцией f (uv) имеет единственное 
нетривиальное решение в конусе неотрицательных функций. 
Какими общими свойствами вылуклого оператора, опреде- 
ленного правой частью уравнения, вызвана в этом случае 
единственность? Этот вопрос не исследован. 

5. Еще одно условие разрешимости двухточечной за- 
дачи. Предположим, что 

О «ЛЬ, х, р < +0 ЕК(Ф) 
(0<2<1, х20, —<©<<р<о5), 

и рассмотрим оператор (7.164). Если этот оператор Ё не 
имеет в конусе К неотрицательных функций неподвижной 
точки, то можно указать такую последовательность у, (ЕК, 
что [у„|| —> со и 

Fy, (>In) (п=1,2,...). 
Последние неравенства после замены (7.151) примут вид 

d?x,(t AX (t 
— Lin <eOR| | (n= l, 2, ...). 

Пусть — x, (f,)—> co. M3 последних неравенств вытекает 

тогда, что xX, (t,)—> co. 

Так kak x,(0)=*,(1)==-0, To nafaytca takne TouKn fp, 
uto x, (t%)=0 (n=1, 2,...). 

Очевидно, 

, t, 1 [Fa (ty) 
Xp (t) dt — г dp 

| Pa | get R [xn (t)] J R (p) |’ 
1 п 

откуда , 

| а (#4) 1 
_ oP _ —'1, 2, ...) J eoat> J Roy| ds Bod
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0 1 со 

. dp dp [тот] (р | Ruy | 
-- со 

Таким образом, неравенство 

1 0 со 

. ар _dp _ 

feoar< mal | Rip)’ J RO) | 

является достаточным условием разрешимости задачи 
(7.161) — (7.162). 

6. Использование конуса выпуклых функций. Опера- 
тор (7.151) преобразует каждую неотрицательную суммируе- 
мую функцию у ($) в неотрицательную функцию х (#) = Ау(65), 
обращающуюся на концах промежутка [0, 1] в нуль и на- 
правленную выпуклостью вверх. При этом функция х (Е) 
будет непрерывно дифференцируема и почти всюду будет 
иметь вторую производную. 

Непосредственно из вида оператора А видно, что он 
каждое ограниченное в L, множество функций преобразует 
в множество, компактное по равномерной норме. Далее, 
оператор А каждую ограниченную по норме Ё, и почти 
всюду сходящуюся последовательность функций преобра- 
зует в последовательность функций, сходящуюся равно- 
мерно. 

Предположим, что функция ] (&, х, у) О<ЕХ, х>.0, 
— со < у< сэ) неотрицательна, непрерывна по совокупно- 

сти переменных и равномерно ограничена, когда х прини- 
мает значения из конечиого промежутка. 

Рассмотрим оператор 

Ту (2) = АЛЕ, у@, УФ] 

на конусе К непрерывных и выпуклых (вверх) на [0, 1] 
функций, удовлетворяющих условию у (0) = у(1) =0. Непо- 
средственная проверка показывает, что оператор Г опреде- 
лен на К, преобразует К в себя и вполне непрерывен на К. 
Кроме этого, неподвижные точки оператора Т совпадают 
с решениями краевой задачи (7.161) — (7.162).
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Различные ограничения на характер роста функции 
Г, х, у) по переменной х позволяет применять различные 
общие принципы из предыдущих глав. 

Пусть, например, 

О« ЛЬ х, у<а-х 

(O<t<l, x30, —co<y<oo). 

Тогда для оператора Т будут справедливы неравенства 

Ту (р < Айа | 6у (< а НАУ], 

откуда вытекает, что при 6||А|| < 1 оператор Т оставляет 
инвариантным пересечение конуса К с шаром ||х| < ВР до- 
статочно большого радиуса Ю. Из принципа Шаудера выте- 
кает тогда существование неподвижной точки. 

Предположим дополнительно, что (РЁ 0, 0)==0, и 
поставим вопрос о существовании нетривиальных неподвиж- 
ных точек. 

Пусть существует такое 8 > 0 и такое 6, > т?, что 

f(t, x. yy >bx (0O< x <4). 

Тогда на функциях у(ЮЕК с малой нормой будет выпол- 
нено неравенство Ty(t) >.6.Ау(Г), откуда следует, что 

Гу (2 < у(Ю. Таким образом, мы находимся в условиях 
теоремы об операторах, сжимающих конус. Существование 
ненулевой неподвижной точки доказано. 

Более сложным является случай, когда f(t, x, y) co- 
держит «сильные» по переменной х нелинейности. 

Пусть, например, существуют такие $5 >0 и М > 0, 
что 

ft. x. y)>axlt) (x >My 4 > 0), 
ft. x, y)<a,x't (x< 6, a >0). 

Через fy(f) обозначим характеристическую функцию от- 

4 
образом выполняется неравенство 

резка lz +]. Для каждой функции у()ЕК очевидным 

t 

> И = MO He.
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На элементах малой нормы оператор Т удовлетворяет 
неравенству 

Ty (t) <a Aly ** < all y|]'*. 
oTKyma caenyet, uro Ty(t)> у(В. На элементах большой 
нормы 

Ту (Е) >. &% А [+ У [7% (ty = a (г "Ан, (2), 

откуда следует, что Гу (Г) < у([). Таким образом, выполнены 
условия принципа ненулевой неподвижной точки для опера- 

торов, растягивающих конус. Значит, Г имеет по крайней 
мере одну ненулевую неподвижную точку. 

Аналогичными рассуждениями можно установить сущест- 
вование многих неподвижных точек, если )(Ё, х, у) имеет 
перемежающиеся участки быстрого и медленного роста по 
переменной x. Детальный анализ подобной ситуацин прове- 
ден в $ 6 для более сложного уравнения, в котором опе- 

ратор — х заменен оператором Монжа — Ампера. Отметим, 
что тот же метод применим и в случае, когда рассматри- 
вается «оператор Монжа — Ампера» (гессиан) для функций 
многих переменных. 

$ 5. Периодические решения систем второго порядка 

1. Нечетные решения. Рассмотрим уравнение 

ах а “a НН Л(Ь х, 7) =0 (7.172) 

¢ mepvosMuecKoh no nepeMeHHOw ¢ dbyHKuneh f(t, uw, v). Нам 
будет удобно считать, что период равен 2: 

f2+t, a, vv=ft, a, 2) (—co<t, 4, u< oo). 

(7.173) 

Допустим, что функция f (f, “4, 9) удовлетворяет условию 

1 (—{, — и, 9) ==- А (Ь, и, 9) (—0o <t, 4, u< ow). 

(7.174) 

В этом случае для построения периодических решений урав- 
нения (7.172) может быть применен следующий прием.
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Вначале ищем решенне х”(#). уравнения (7.172), опреде- 
ленное на [0, 1] и удовлетворяющее граничным условиям 

х* (0) = x*(1) =0, (7.175) 
то есть ишем решение двухточечной задачи (см. § 4). Далее 
определяем функцию х”(Ё) на [--1, 0], доопределяя ее ра- 
венством 

x*(— t) = —- x’ (fb). (7.176) 

Нетрудно видеть, что функция х”(Ь будет непрерывно диф- 
ференцируема па [— 1, 1]. Наконец, прололжим функцию х” (2) 
на все значения как периодическую функцию с периодом 
шв =2. Из периодичности /(Ё, и, 9) и из условия (7.174) 
вытекает, что периодическая функция х*(Ё) будет удовлет- 
ворять уравнению (7.172) при всех &. 

Проведенные рассуждения показывают, что в условиях 
теорем 7.22 ци 7.23 уравнение (7.172) имеет периодические 
решения, если дополнительно выполнены тождества 
(7.173) и (7.174). 

Рассмотрим в качестве примера уравнение 

cx h sin wt = 0 7.177 ae + f(x) + A sin xt = 0, (7.177) 

где 
—~— AX, + 0(x+ xX), если XC— Xy 

f (x)= 4. ах, если —%х<х<х, 

AX, + A(X — XxX), если хх. 

Нетрудно видеть, что лля уравнения (7.177) выполнено ус- 
ловие (7.166), где 6, (#)==6. Поэтому условия теоремы 7.22 
будут выполнены, если 

b< x2, (7.178) 

Нечетность функции f (Xx) позволяет применить высказанные 
выше соображения. Следовательно, условие (7.178) доста- 
точно для существования периолических решений у уравне- 

° ния (7.177). 
Описанный способ применим и для построения периоди- 

ческих решений у систем со многими степенями свободы. 
| 2. Автономные системы. Построение периодических 
решений у автономных систем дифференциальных уравнений 
‚усложняется, так как априори неизвестен период искомого 
периодического решения,.
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Рассмотрим систему 

ad? x ax ax 
GEA (M oe Xs 1, eee, Git) =0. dt 

° ° ° ° ° ` ° ° ° ° . e ° ° e ° e ° ° ° (7.179) 

a? xn 
dx ix 

dt? Ч Л, (хе... И, eee, Ч“) =0 

и допустим, что она имеет периодическое решение с перио- 
ROM 2. Произведем тогда замену 

t= wt, (7.180) 

Система (7.179) примет вид 

а2х 1 ах 1 ах 
FEO, (Hy oe x, ,— oes 2) ==0, 

d?x ; 1 ах 1 ах 
Tet Fax ev eg Xa —~ 9 rere 2) =0. 

wo at 

(7.181) 

  

      

Эта система имеет периодические решения с периодом 2. 
Очевидно, справедливо и обратное утверждение: если 

система (7.181) прн некотором ® > 0 имеет периодическое 
решение с периодом 2, то система (7.179) имеет периоди- 
ческое решение с периодом 2®. Таким образом, задача 
о периодических решениях автономной системы (7.179) сво- 
дится к вопросу о существовании при некоторых w > 0 
периодических решений у снстем (7.181), причем теперь 
уже периодические решения ишутся с заданным известным 
периодом 2. 

Система (7.181) наиболее простым способом зависит от 
параметра ®, если функции ], в уравненнях (7.179) не за- 
висят от производных, то есть в случае, когда рассматри- 
вается система вида 

d2 

nae ..., Ха) = 0, 

(7.182) 
dx, 
dt? ‘guy, veer Xq)=0.
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Такие системы будем называть системами без трения. 
Системы без трения после замены (7.180) приводятся к урав- 
нениям 

d*x, 
dt? +. wg, (x), хоз Хх) == 0, 

  

и ° ‘ ® (7.183) 

x 

ae H+ wg (Hy, oes X_) = 0. 
  

Ecam pyukunn f(x), 0.6) Xp. Vp ees Y,) в уравнениях 
(7.179) или функции &,(х1,..., х„) в уравнениях (7.182) 
нечетны по совокупности переменных X,,..., X,, TO ANA 
построения периодических решений можно предварительно 
конструировать решения двухточечной задачи. Действительно, 
если при всех $—=1,2,..., п 

Л: ([—-х, —м., ..., —Хь Ур +. ., Ул) Е 

==— /,(х, Х.,..., М» У» ..., Ул) (7.184) 
ИЛИ 

B(— м, —х.,..., —х) = (Хх, Хх ..., Хи), (7.185) 

то решение 

x*(t)= [xi (t), ..-, x, (O} (7.186) 

системы (7.179) или (7.182), определенное на [0, 1] и удо- 
влетворяющее условиям 

х" (0)=х*(10=0  (=1.... п), (7.187) 

можно по нечетности (формула (7.176)) продолжить на 
[--1!, 1], а затем по периодичности на все значения #. 

3. Континуум периодических решений у систем без 
трения. Рассмотрим систему интегральных уравнений 

1 

Хх (yw? f GE, S) g,[%, (8), «2+ x, (S\) ds = wG,x (4), 
0 

x, (t) = f С (<, 8) g, [x1 (8), 2+» %_(S)] ds = wG, x (2), 
0 

(7.188)
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где С (Е, $) — определенная формулой (7.152) функция Грина 
задачи (7.150). 

Обозначим через С” пространство непрерывных вектор- 
функций 

х (5) == (х, (<), ..., м, (<)} (7.189) 
с нормой 

|| « (x) || = max |x, (t)[ +... + max |х„()|. 
0<t<1 O<t<l 

Через К обозначим конус в пространстве С”, составленный 
из вектор-функций (7.189) с неотрицательными компонентами. 

Систему (7.188) рассмотрим как операторное уравнение 

Gx (x) = ma х (<), (7.190) 

где нелинейный вполне непрерывный *) оператор С опреде- 
лен равенством 

Gx (t) = {Цих (<), ..., G,x (t)}. (7.191) 

В дальнейшем предполагается, что функции g,(xX,,..., X,) 
удовлетворяют условиям 

Bi(Xp eee XO (x, >0, & f=l..., m. (7.192) 

Тогда оператор С оставляет инвариаитным корус К и для 
доказательства ‘существования неотрицательных решений 
у системы (7.188) и их исследования могут быть прнменены 
результаты гл. 4—6. 

Допустим, что по крайней мере одна функция 2; (ху, ... 
.., Хл) из функций 2;(х,..., М) (=1,..., 1) удовле- 

творяет условию 

в (хь..., Х)) 2 ЕХь (х20, /=1,..., п). (7.193) 

Тогда оператор @_ 

G_x (t) = {0, ..., 0, RAxX;, (0), 0,..., 0] (7.194) 

будет минорантой (см. гл. 5} оператора (7.191), то есть для 
любой вектор-функции (7.189) будут выполнены условия 

Gx()>0 O<t<1l, t#i,) 
  

*) Здесь и в дальиейшем функции &; предполагаются непрерыв-. 
ными по совокупности переменных, 

7



318 — ПРИЛОЖЕНИЯ * [гл. 7 

Gj, x (t) > RAX;, (t) (O<t< 1). 

Оператор С_ удовлетворяет условию 

С _и* (<) >. ви" (<) (0 <*< 1), (7.195) 

где в — некоторое положительное число, а у вектор-функции 

ц* (<) == [#1 (<), ..., и, (<) 

все компоненты 11 (т) равны нулю при { dy u 

и ()=(1—9  0<*< 1. 

Этот факт вытекает из леммы 7,6. 
Из теоремы 5.7 вытекает, что оператор А имеет в ко- 

нусе К бесконечную непрерывную ветвь собственных век- 
тор-функций, которым соответствуют положительные соб- 
ственные значения. Это значит, что система (7.188) имеет 
континуум решений при некоторых положнтельных значе- 
ниях ®, причем среди этих решений есть вектор-функции 
со сколь угодно большой нормой, 

Решения системы (7.188) очевидным образом являются 
решениями системы (7.183) и удовлетворяют нулевым гра- 
ничным условиям (7.187). Отсюда вытекает 

Теорема 7.24. Густь функции #,(%1,..., №) (1=1, 
..., ft) нечетны по совокупности переменных и неотри- 
цательны при неотрицательных значениях аргументов. 
Пусть одна из этих функций удовлетворяет условию 
(7.193). 

Тогда система (7.182) имеет континуум различных 
периодических решений, причем среди них есть решения 
со сколь угодно большой и сколь угодно малой ампли- 
тудами. 

4. Нечетные решения у систем с трением. В качестве 
примера докажем одну теорему о периодических решеннях 
системы (7.179) методом топологического продолжения. 

В этом пункте будет рассмотрен случай, когда функции 
Л: (Х» ---, Х» У oes Уи) MO совокупности переменных 
х,..., Хи нечетны. Поэтому (см. п. 2) для доказательства 
сушествования у системы (7.179) периодическнх решений 
достаточно установить существование у системы (7.181) ре- 
шений, удовлетворяющих нулевым граничным условиям (7,187).
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Произведем (как в 6 4) в уравнениях (7.181) замену 

  

- ie ==; (<), x,(0)==«,(1)=0 (=I... п). 
(7.196) 

чевидно, 

  

1 } 

x; =f Ge, S) u; (s) ds, ен) =| Go, $) 9, ($) а$, 

" (7.197) 

система (7.181) перейдет в систему нелинейных интеграль- 
ых уравнений 

h(t) = of, [ Ay, (<), ..., Ао, (<), ~ Bo, (T), woe, — Во, (2) | 

еее oe ee ew . .... 

J, (t) == wf, | Ao, (t), ..., AU, (t), — By, (<), ..., -- Bu, (|, 

(7.198) 
де Аи В — операторы (7.151) и (7.154): 

1 1 

Av, (<) = f Gt, s)v,(s)ds, Bo, (= [a (с, $) 9, ($) 45. 
“ 0 

(7.199) 
Введем в рассмотренные операторы F,: 

Е, (<) = В, (9, (°),..., 9, (<)} = |2 о (®),..., Раю (|, 

где 

FO (2) == f,| Av, (<), ..., Ag, (2). ~ Bu, (tT), wen 

Fou (1) =f, Ar, (tT), eee, AV, (t), ~ Bo, (т), 

oes „Во, (<) |. 

Предположим, что выполнены условия 

Fi (Xp vee, Lye Vp coer Va, 0 (7.200) 

(20, —cOoty<oo, i, j, R==l,..., m)
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и по крайней мере одна функция ХЛ, из функций Дь..., Л 

удовлетворяет условию 

fi (Hye veer Xe Vis even My) D> АХ, (7.201) 

(x,20, —vrocy,<o, fj, R=1,..., ПМ). 

п 

Тогда каждый из операторов РЁ, будет вполне непрерывен 
в С”, будет оставлять инвариантным конус К и будет на К 
иметь в качестве монотонной миноранты линейный опера- 
тор (7.194). 

Отсюда, как и при доказательстве теоремы 7.24, можно 
сделать вывод, что каждый из операторов Ру имеет беско- 
нечную непрерывную ветвь собственных векторов. 

Пусть 
Ро (<; ^) = №9 (5; №). (7.202) 

Если нам удастся доказать, что среди Tex A, при которых 

уравнение (7.202) имеет решения, есть значение =, TO 

это решение будет решением системы (7.198). По этому ре- 
щению, пользуясь формулами (7.197), можно будет построить 
решения системы (7.181), удовлетворяющие нулевым гранич- 
ным условиям. Если дополнительно будут выполнены усло- 
вия (7.184) иечетности, то мы получим теорему о существо- 
вании периодических решений у системы (7.179). 

Допустим, что будет установлено неравенство 

lim A< fim A (7.203) 
lv (x3 |-> 0 ЦО (5; Х) |-> оо 

или неравенство 

lim AD lim 2X (7.204) 
У (3: ^) |-> 0 | (<; №) |-> со 

Тогда, повторяя рассуждения, проведенные при доказатель- 
стве леммы 5.3, можно показать, что каждому значению A, 
заключенному между пределами, указанными в (7.203) или 
в (7.204), соответствует собственный вектор оператора Р.,. 
Отсюда вытекает сушествование в конусе ненулевого реше- 
ния у системы уравнений (7.198), если либо 

lim << Ш 2, (7.205) 
[о (5; ^) |-> 0 19 (5; |->
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либо 

lim >> Ш Хо 4.206) 
[о (<; ̂ ){ > 0 [О (1; №) |-> со 

Приведем условия, когда реализуются неравенства (7.206). 
Ограничимся при этом простейшим случаем. 

Пусть существует такое 8, > 0, что 

ДС +. М Ур: У) 

2 (ж-... Нм, (0<х,<%, —©< «у, < о). (7.207) 

Тогда оператор F, в окрестности точки @ имеет мино- 
panty RF), rae 

Fox (*) == {A[x, (t=) + ... +, (0), 

» Ale, (+... +2, (D]}. (7.208) 

Оператор № ®-положителен, где 

Uy (t) = {t(1 — 7), ..., tL —>)}, 

так как в слу леммы 7.6 для любой ненулевой вектор- 
функции 

X(t) = {х, (<), ..., Хх, С) 

с неотрицательными компонентами будут выполнены нера- 

венства 

(I) CAL Ee Ea CR) OSSD), 
где & и В положительны. 

Из равенств (7.202) вытекает, что для собственных век- 
тор-функций с малыми нормами выполняются неравенства 

koFov(t; №) (т; ^) OS t< 1). 

Поэтому из теорем 2.17 и 2.18 вытекает, что 

> > (AF), (7.209) 
0 

где ^(Е) — единственное собственное значение оператора 
(7.208), которому соответствует собственная вектор-функция 
из конуса ^. Из (7.209) в свою очередь вытекает неравенство 

lim Х> АА (В). (7.210) 
[о (<; ̂ )|->0 

9] Зак. 2918. М. А. Красносельский
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Далее, предположим, что выполнены неравенства 

Fi (Hy wees Lye Var oes Va) SBy (Hy vee + 
(x; > 0, —0o < y, < 00). (7.211) 

Тогда оператор ЁР, удовлетворяет на всем конусе условию 

ЕРьх (<) < <k 1% (<) Нм (<), 

где < (<) —некоторая фиксированная вектор-функция. В част- 
ности, | 

№ (<; №) = Ею (5; j< Во (<; № @(t). (7.212) 

Оператор №5 ®.-положителен; поэтому его спектр лежит 
в круге |^| <^(Р). В силу леммы 2.2 можно в С” ввести 
такую эквивалентную норму ||х (| в которой |Ё| < 
<^(Е)--в, где =а— сколь угодно малое число. В силу 
леммы 2.3 эта норма обладает свойством монотонности, 
так как свойством монотонности обладает обычная норма 
в С”. Из (7.212) вытекает тогда, что 

MOC Alo < А, (В = (<; Milo + [9 ©, 

откуда вытекает, что 

<k AR) +e + le Ole Но (5; ^) № ° 
Поэтому __ —__ 

lim == lim (Е), 
Il (43 |-> со о (<; < 

И так как е произвольно, то 

lim Л< ВАР). | (7.213) 
| (1; №) | -> со 

Допустим, что А < А. Тогда из (7.210) и (7.213) вы- 
текает, что неравенства (7.206) будут выполнены, если 

АА (Е) <; < ВА (). (7.214) 

Число ^(Р), фигурирующее в оценке (7.214), нетрудно 
вычислить. Обозначим для этого через 

2 (т) == [21 (<), ..., 2. (3)}
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собственный вектор оператора РЁ, отвечающий собственному 

значению ^(ЁЕ). Очевидно, 

1 

\ (Fy) 2; (=) = J G (x, s)[z,(s) + ... +2, (s)] ds, 
0 

1 

(Fy) Zq (*) = J Д (<, $) [21 (8) ... + 2. ($)] 45, 
0 

откуда 

(Ба -... 2, @)] = 
1 

=n{ G(r, S)[Z,(s)-+- ... +2, (s)fds. 

0 

‚ Это значит, что функция 

20 (<) = 2, (t) + one 2, ©) 

удовлетворяет уравнению 

_4?2ъ (*) 
de + yey FD 2о (<) = 0, 

неотрицательная на [0, 1] и удовлетворяет нулевым гранич- 
ным условиям 2, (0) = 2,(1)==0. Но тогда 

Z(t) = a sin rt 

и ^(Ро==-. Поэтому неравенства (7.214) можно пере- 

писать в виде 

ИЛИ 

к к 
— « —— . Tae <°< T= (7.215) 

Нами доказана 
Теорема 7.25. Пусть выполнены условия (Т. 200), 

(7.201), (7.207) mw (7.211), npusem ky << ky. Пусть функ- 
ции fi (Xyr over Lye Vp overs Vy) Нечетны по совокупности 

21*
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nepeMeHHbLX X,, ..., X,. To2da cucmema 

d?x, ах ах 
чае Нл. ...у X ns a eees <n) = 0, 

e e e e e e e e eo e C e . e e 

а хп ax, aAXy 
af + halen oe, Mn HW tt St) 0 

имеет нетривиальные периодические решения всех перио- 
д08 2%, удовлетворяющих неравенствам (7.215). 

Теоремы 7.24 и 7.25 могут быть дополнены условиями 
единственности (вогнутость функций 5), условиями сходи- 
мости последовательных приближений и т. д. 

5. Положительные периодические решения систем 
общего вида. Если функции ], (1, м, ..., Мк Уь..., У) 
периодичны по 2, но пе обладают свойством нечетности или 
какой-либо другой симметрии по переменным X), ..., Xp, 
У, ..., У» То конструировать периодические решения из 
решений двухточечной задачи не удается. Однако и в общем 
случае переход к интегральным уравнениям оказывается по- 
лезным. 

Поясним общую схему рассуждений на примере одного 
уравнения 

ХЕ Г(Е, х, х) =0 (7.216) 

с периодичной по ЕЁ (период пусть будет равен 1) функцией 
ГС, х, у). Нам нужно искать решения этого уравнения при 
граничных условиях 

х(0)=х(1), х(0)=х(1). (7.217) 

К интегральному уравнению можно прийти, например, при 
помощи замены 

ах ==9(Ю, х(0)=х(1), х(0)=х(1), (7.218) 

где а — некоторое положительное число. Нетрудно видеть, 
что замена (7.218) приводит к неравенству 

1 

x (ft) = J G,(f, s)u(s)ds, (7.219) 

0 7
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te 

(t, s) 1 [ов если $5 ЗЬ 
Я , $) —= 2a (e* — 1) er (S-£) 1 ga(t+t~s) | если sol. (7.220) 

оэтому задача о периодических решениях уравнения (7.216) 
казывается эквивалентной интегральному уравнению 

i 1 

= |, в. (Е, $) 9 (5) 4$, 50, (Е, $) 9 ($) 4$ | 

0 0 
{ 

-- af G, (t, s)u(s)ds. (7.221) 
0 . 

Для изучения интегрального уравнения (7.221} могут быть 
рименены и развитые в книге методы. Здесь полезно учесть, - 
то функция Грина (7.220) положительна. 

$6. Задача Дирихле для уравнения Монжа — Ампера 

1. Нормальные отображения. Во всем параграфе через 8 
›бозначается ограниченная выпуклая область в плоскости 

'‘х, у}; Г— граница области Q; ®=® + Г. 
Пусть на @ задана дважды непрерывно дифференцируемая 

рункция 2(х, у). Рассмотрим отображение 

Oz Oz 

эбласти ® в плоскость переменных (р, 9}. Якобиан этого 
треобразования совпадает со значением дифференциального 
оператора 

Н (2) = гЁ—- 85°, (7.223) 
где, как обычно, 

pa OF OF 4p FZ 
OX,” SOx Oy’ ~ Oy? * 

Всли rt—s*>0, то отображение (7.222) будет взаимно 
однозначным; функция 2(х, у) при этом будет строго вы- 
пуклой. Напомним, что функция строго выпуклая, если 
каждая опорная плоскость к графику функции имеет с гра- 
фиком функции единственную общую точку (в случае гладких 

25 Зак. 92918. М. А. Красносельский
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поверхностей опорные плоскости — это касательные пло- 
скости). 

Рассмотрим теперь произвольную выпуклую поверхность 

над областью ®. Каждой точке (ху, уу} отнесем совокуп- 
ность всех таких точек {р, 9}, что плоскости 

Z—Z(Xy Vo) = P(X —X) +9 (¥ — Wo) 
опорны к поверхности. На выпуклой поверхности могут быть 
точки только трех типов: гладкие, ребристые и конические. 
В гладких точках сушествует едипственная опорная пло- 
скость, то есть гладким точкам при нашем отнесении соот- 
ветствует единственная точка в плоскости {р, 4}. Ребристым 
точкам соответствует совокупность опорных плоскостей, про- 
ходяших через общую прямую; таким точкам соответствует 
отрезок или луч в плоскости {р, 9\. Накопен, коническим 
точкам соответствует в плоскости {р, 4} выпуклая фигура 
с внутренними точками. Описанное отображение называют 
нормальным. 

Через Ф ($; 2) ($ =®) обозначим сумму нормальных обра- 
зов всех точек ([х, у} Е 8; множество № (6; 2) назовем нор- 
мальным образом множества 6. 

Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение 

H(z) =rt—s?*=9(*, у) (7.224) 

с неотринательной функцией ф(х, у). Решение 2 (х, у) этого 
уравнения, если оно существует, будет выпуклой функцией. 

Это решение, очевидно, будет удовлетворять равенствам 

ГГ: — з)ажау= | [+4 у) ах ау 

$ $ 

при любом измеримом $=®. Последние равенства можно 
записать в виде 

[ fee у) 4х ау = тез Х ($; 2). (7.225) 

& 

Последние равенства имеют смысл уже для любых (а не 
только гладких) выпуклых функций 2(х, у). Это приводит 
к обобщению *) понятия решения уравнения (7.224): выпуклая 
  

*) Это обобщение восходит к А. Д. Александрову; наше изло- 
жение следует работам И. Я. Бакельмана.
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функция 2(х, у) является решением уравнения (7.224), если 
выполнены равенства (7.225). Так как левая часть равенств 
(7.225) определяет абсолютно непрерывную функцию мно- 
жеств, то решения уравнения (7.224) не могут иметь кони- 
ческих точек. 

2. Вспомогательные функции. Рассмотрим положитель- 
ные решения дифференциального уравпения 

rt—sS'=R, (14 p?+ 9%’, (7.226) 

где О < а 1, удовлетворяющие нулевому граничному усло- 
2 2 вию на границе круга х“-- у? ==72. Решение уравнения 

(7.226) будет, очевидно, поверхность вращения, для отыска- 
ния которой удобно перейти к полярным координатам г, 0. 
Уравнения меридианов запишутся в виде . 

2172 _ 

(1 +. 2.) 

Это уравнение нужно решать на промежутке 0 < <г, при 
условиях 

2,(0)=0, 2(г))=0. 
Очевидно, 

1 

к | [Cl — a) Ror? + Ij !-* — 1, если О<а< 1, 

еК"" — |, если а —=1, 

откуда следует, что 

  

~ 1 

|2 eV loa eri bea если О<а< 1, 

5 Ror 
| У Pov 1, если «= 1, 

(7.227) 

  

| i 
|| < МУ 1-8 — 1, если О<а< 1, 

ma 070 | — | Го е — |, ecn a=}. 

(7.228) 

20%



828 ПРИЛОЖЕНИЯ Ira. 7 

3. Обращение оператора Моижа — Ампера. Дифферен- 

циальный оператор (гЁ-— $2)(1-+ р?-+ 42)", где О<а< 1, 
будем называть оператором Монжа — Ампера. 

Рассмотрим краевую задачу 

ГЕ — 52 
— о < (х, У), 2 |, =0. (7.229) п" * Ir 

Для этой краевой задачи решение (аналогично п. 1) опре- 
деляется как выпуклая функция, удовлетворяющая равен- 

ствам 

[ fee. y)dxdy= [fot P+ey*dpag. (7.230) 
$ ¥ (8; 2) 

Для случая неотрицательных ограниченных функций © (х, у) 
(даже суммируемых) решение задачи (7.229) можно опре- 
делять как неотрицательную выпуклую непрерывную функ-. 
цию с абсолютно непрерывной площадью нормального изо- 
бражения, удовлетворяющую граничному условию и удовле- 
творяющую дифференциальному уравиению почти всюлу. 

Известно *), что задача (7.229) имеет единственное не- 
отрицательное решение 2(х, у). Обращением оператора 
Монжа — Ампера назовем оператор А,, определяющийся 
равенством 

А.Ф (х, у) ==2(х, У). 

4. Полная непрерывность операторов А,. Предположим 
дополнительно, что удельная кривизна кривой Г ограничена 

1 
снизу положительным числом -—. Это значит, что для ка- 

0 

ждой точки {[%, У} Г можно указать проходяшую через 
эту точку окружность 5(х., У) радиуса го, внутри которой 
полностью лежит область ®. Грубо говоря, это значит, 
что Г не содержит прямолинейных отрезков, 

Без ограничения общности можно считать, что $ (№, Уз) 
является окружностью х?-|- у? == 2. Через и (х, у) обозначим 

функцию, построенную в п. 2. 

3 
*) Для случая а == > (не входящего в наши рассмотрения) этот 

акт был устаиовлен А. Д. Александровым; для случая эх =0— 
А. В. Погореловым; в общем случае — И. Я. Бакельмаиом.
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Пусть функция Ф(х, у) удовлетворяет неравенству 

0<$(х, < Ю ({x, y} EQ). (7.231) 

Покажем, что функция 2(х, у) = A, удовлетворяет тогда 
неравенству 

z(x, y)<u(x, y) (fx. yJEQ). = (1.232) 
Предположим противное и обозначим через & одну из 

компонент связпости множества тех точек, в которых вы- 
полнено неравенство 

и (х, у) < 2(х, У). 

Нормальное изображение Ф (5; 2) множества & будет содер- 
жать нормальное изображение ТФ (6$; и) этого же множества, 
Это следует из того, что «линия» пересечения поверхностей 
2(х, у) и и(х, у) над множеством & расположена над каждой 
опорной плоскостью к графику функции и(х, у) над $. Из 
включения ЧФ ($; и)с Т (6; 2) вытекает. неравенство 

Г[ dp dq < ГГ 4раа___ _ 
ие (ЕР + 92)" © (Е 22+ 92° 

< 2) 

    

=f if g(x, yydxdy < Ry mes &. 

С другой стороны, 
a и 

f {2 dp dp — == | Деку и, -* 4х ду = Ю, тез 8. 
vein Gerry © (1+ и.) 

Мы пришли к противоречию. 
Из (7.232) и (7.228) вытекает оценка решений 2 (х, у): 

<2(х, у) < 

„У @-—эАи 24 Veet. если О<а< 1, 

г. И 1. если а&=—1|. 

(7.233) 

  

Нормальное изображение точки (ху, У] относительно 
функции 2(х, у) содержится в нормальном изображении 

23 Зак. 2918. М. А. Красносельский.
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функции и(х, у), содержащемся в свою очередь в круге Т, 
радиус которого определяется правой частью неравенства 
(7.227). Так как {[х,, У} — произвольная точка границы Г 
области ®, то нормальные изображения всех точек Г содер- 
жатся в круге Т. Поскольку функция 2 (х, у) выпукла, то 
ее нормальное изображение лежит в том же круге, в кото- 
ром лежит нормальное изображение границы. 

Таким образом, для наклонов опорных плоскостей к гра- 
-фику функции 2 (х, у) справедлива оценка 

[G — 2) Ror§ + iji-e—1, ecm O¢ecl, 
PPT > 

e070 |, если a= 1. 

(7.234) 

Из послелних оценок вытекает, что оператор А, пре- 
образует каждое равномерно ограниченное множество не- 
отрицательных функций в компактное по метрике простран- 
ства С множество неотрицательных выпуклых фуикций, 
обращающихся в нуль на Г. 

Докажем теперь, что оператор А, преобразует каждую 
точечно почти везде сходящуюся равномерно ограниченную 
‚последовательность функций в последовательность выпуклых 
функций, сходящуюся равномерно. 

В предположении противного можно указать такую равно- 
мерно ограниченную последовательность ф„(х, у), точечно 
сходящуюся к функции 9,(х, у), что последовательность 
2„(х, у) = А.Ф, не имеет предела. Так как последователь- 
ность 2,„(х, у) компактна, то без ограничения общности 
можно считать, что последовательности 22,1 и 2, (Е ==1,2,...) 
сходятся равномерно к разным пределам 2* и 2”. Функции 
2" (х, Уи 2** (х, у) выпуклы. Тогда, как показал И. Я. Бакель- 

ман [2], для любого измеримого = имеет место равенство 

аня late Ч (8; 26‘ 4" ($; 2**) 

=| | a(x, yaxay, 
$ 

Из этих равенств вытекает, что 2*(х, у) =2*"(х, у). Мы 
пришли к. противоречию.
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Итак, операторы А, вполне непрерывны, как опера- 
торы, действующие из конуса ограниченных неотрица- 
тельных функций (с точечной сходимостью) в конус 
неотрицательных выпуклых непрерывных функций, обра- 
щающихся в нуль на Г. 

5. Дальнейшие свойства операторов А,. Во-первых, 
отметим, что операторы А, монотонны: из < < $, (х, у) < 
< Po (X, У) следует, что 

0 < А, $, (х, У А (х, у)  ([х, УЕ9). (1.235) 
Доказательство достаточно провести для случая, когда выпол- 
нены строгие неравенства 

ф, (х, У < Ф(х, у (fx, y} EQ), 
так как после этого общий случай можно получить предель- 

ным переходом, используя непрерывность оператора А... 
Если неравенства (7.235) не выполнены, то обозначим через & 
одну из компонент связности множества точек, в которых 
А.Ф, (х, у) > А.Ф (х, У); нормальное изображение V (8; A,¢,) 
будет содержать нормальное изображение Ч (5; А’Ф.), поэтому 

J J ec y)dx dy = | lee 
w (85-45%) 

< Гм =] Лас уахау < 

yg А $!) 

< ff gtx. y)dxdy, 
© 

и мы пришли к противоречию. 

При О<оа< | операторы А, обладают следующим свой- 
ством: для каждой неотрицательной функции $ выпол- 
нены неравенства 

1 

А, ($) > А?-9Аф (0<А<|. — (7.236) 
Для доказательства введем обозначение Аф = и и предполо- 
жим вначале, что функция й (х, у) достаточно гладкая. Оче- 
видно, при Ох ь< 1 

им Чи a 

=5 3 <p, киви, 
  

23%
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откуда следует, что 

2 Uy ply, — U2 (u nts ee os < p2a-a) хх у. те == 2-95, (7.237 

(вырыли (1 +4, +4;) 
    

и из монотонности оператора А, вытекает, что 

ши (х, у) < А, [42-99 (х, у)] 

или, что то же, 

pA < А, (121-95). (7.238) 

Производя в последнем неравенстве замену p24-% =), npu- 
ходим к (7.236). 

В случае произвольной ограниченной неотрицательной 

функции $Ф(х, у) функция и (х, у) имеет почти всюду второй 
дифференциал *). Поэтому площадь нормального изображения 

с весом (1 ие +- и?) восстанавливается по значениям 
3 

И ххНуу —~ Ugy 
2 4 24 (ии) 

В этих точках неравенство (7.237) выполняется. Поэтом‘ 
функция 

  в тех точках, где это выражение определено. 

p(w Uy yyy — изу) 

(+ uw te uy) 

ограничена. Проведенное выше рассуждение показывает, чт 
площадь нормального изображения для функции Аф(х, у 
также абсолютно непрерывна. Таким образом, из (7.237 
вытекает (7.238), а следовательно, и (7.236). 

В дальнейшем будет использован еще один факт: если 
а, <, то для каждой неотрицательной функции ®(х, у 
выполнено неравенство 

Aa, (x, y)< Aune(x, y) ((х, у} 68). (7.239 

Для доказательства введем обозначение 

9(х, у) = Аа, (х, У). 

  —ф(х, у) 

  

*) См. Буземан н Феллер [1], А. Д. Александров [2]. 

7



$ 6] ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ МОНЖА — АМПЕРА 333 

Тогда 

Ч ххЧуу =” ху 
  д = (х, УП)" о(х, у) 
(484g) eer aye 

и из монотонности оператора А. следует (7.239). 
6. Существование решения. Изучим вопрос о суще- 

ствовании решений у уравнения 

Я (а, ура, р. 9), (7.240) (1 + p? + q?)* 
удовлетворяющих УСЛОВИЯМ 

2(х, у)>20, 21 =0. (7.241) 

Всюду в дальнейшем предполагается, что {(х, у, г, р, а) 

([х, у} Е®, 220, —с<«<р, 4«<о09) непрерывна ино 
совокупности переменных, неотрицательна и равномерно 
ограничена, если значения 2 принадлежат конечному про- 
межутку. 

Теорема 7.26. //усть выполнено условие 

О</(х, у, 2, р, 9) < 
<| a,(i + 2%) если O<acl, 

а. 1п!-® (2-2), если а=1, 

где {< 1— а, => 0, а, > 0. 
Тогда краевая задача (7.240) — (7.241) имеет по край- 

ней мере одно решение. 
Доказательство. Рассмотрим оператор 

Ву(х, у) = А.Л [х, у, 9(х, У), 9,(%, У), 9,(%, У)]. (1.243) 
Если функция +(х, у) неотрицательна, выпукла и удовле- 
творяет условию (7.241), то почти всюду существуют произ- 
водные $’ (х, у) и Ф, (х, У). Поэтому функция 

ф(х, у) = (х, у) = Л] х, у, 9%, У), 9, (>, У), $, (©. У] 
(7.244) 

почти всюду определена и ограничена. Из свойств опера- 
тора А, вытекает, что функция Ау (х, у) определена. Таким 
образом, оператор В определен на конусе К пеотрицатель- 

(7.242)
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ных выпуклых непрерывных функций, обращающихся в нуль 
на Г. Значения оператора В принадлежат этому же конусу, 
который всюду в дальнейшем рассматривается как конус 
в пространстве С непрерывных функций. 

Обозначим через К р пересечение конуса К с шаром ||ф|| < R. 
Из оценок (7.242) вытекает, что функции Ге (х, у) (= Кр) 
равномерно ограничены. Поэтому множество ВК р компактно 
в С, то есть оператор В компактен на конусе К. Пусть теперь по- 
следовательность ф„ (х, у) сходится к $. (х, у). Как известно *), 

функции Ox Pn (хуи Oy Pn (x, y) почти всюду сходятся 

о 0 П м е K 5 Фо (Х, у) и ду Fo (х, у). Поэтому равномерно ограничен- 

ная последовательность функций До, (х, у) точечно сходится 
к УФо(х, У). Но тогда последовательность А„Уф„(х, у) равно- 
мерно сходится к А} (х, У). 

Мы показали, что оператор В вполне непрерывен на 
конусе К. 

Нетрудно видеть, что неподвижные точки оператора В 
совпадают с решениями задачи (7.240) — (7.241). 

Утверждение теоремы будет вытекать из принципа Шау- 
дера, если показать, что при некотором А имеет место 
включение 

BK pce Kp. (7.245) 

Пусть, вначале, Охоа< 1. Тогда из (7.242) вытекает, 
что 

Ле (х, у< а (1- Е) (Ф(х, УЕКю, 
откуда в силу (7.233) 
  

Вф(х, у) < БИ [a — Фа, 1 -- УИ т 1 

(p(x, y)E Kp). 
Из этого неравенства следует, что (7.245) выполнено при 
больших Л. 

Пусть теперь & = 1. Тогда из (7.242) и (7.233) следует, 

  

что 
  

“a 2 nt —€ (24. 
Be (x. y)<ryW eo OR) (p(x. Y)E Kp). (7-246) 

*) См. Л. Д. Александров {?].
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i tL 
V3 HepaBeHcTBa uv < eu® +-(1—s)u!~* вытекает, что при 
mo60m 8 > 0 

I i 
111 (2 + В) <= * +(1—e)d!-* In(2+ Ю). 

Поэтому из (7.246) вытекает неравенство 

  

1 1 

a tap epi? 2 
Bo (x, prenV e (gp Ry Oy 

Если выбрать 9 достаточно малым, то можно затем выбрать 
такое большое А, при котором будет выполнено неравенство 

Bo(x, W<R = (9(x, WEKp). (7.247) 

из которого следует (7.245). 
Тесрема доказана. 
7. Второе решение. Предположим дополнительно, что 

Г (х, у, 0,0, 0) =0 ({x, y} EQ). (7.248) 

Тогда краевая задача (7.240)-- (7.241) имеет тривиальное 
нулевое решение. 

Теорема 7.27. Пусть выполнены условия теоремы 
7.26, условие (7.248) и пусть найдется такое 8% > 0, что 

Х(х, У, 2, р, 9) 2 4.2?° OCz<Ch, —coo<p, I<), 
(7.249) 

где а. > 0. 
Тогда задача (7.240) — (7.241) кроме тривиального 

’ нулевого имеет еще по крайней мере одно решение. 
Доказательство. Пусть $, эо и $. — три концен- 

трических круга радиусов соответственно г}, Го и г., первые 
два из которых лежат в области ®, а третий содержит ® 
внутри. Через (х, у) будем обозначать характеристическую 
функцию круга $,. 

Рассмотрим произвольную выпуклую Ha ® и обращаю- 
щуюся в нуль на Г функцию ф(х, у). Имеет место неравенство 

г 

в. д Ре, у ((х. 9), (1.250)
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в котором легко убедиться, рассматривая графики функции 
ф(х, у) в вертикальных плоскостях, проходящих через общий 
центр кругов $), 50 и $3 (рис. 6). 

В условиях теоремы 7.26 при больших Ю выполнено 
неравенство (7.247). Если мы покажем. что для ненулевых 

  

  
    

< < 

| 

| 
| Hh 

| 
I a 

| г } + + > 

-7) -? 7 7 2 /; 

Рис. 6, 

выпуклых функций ф(х, у) с достаточпо малой нормой 
выполняется неравенство 

Вф(х, у) < Ф(х, у), (7.251). 

где В — оператор (7.243), то из теорем об операторах, 
сжимающих конус, будет вытекать, что В имеет в конусе К 
ненулевую неподвижную точку. Этим теорема будет пол- 
ностью доказана. 

Заметим, что соотношение (7.251) можно понимать в смысле 
полуупорядоченности, порожденной конусом К выпуклых 
функций или в смысле полуупорядоченности, порожденной 

конусом всех неотрицательных на ® функций. 
Из (7.249) вытекает, что для функций $(х, у) с малой 

нормой 

№9(х, у а, ф(х, УГ" 
ив силу (7.250) 

Ло, за] "исх, У) 
Далее, из (7.239) и из монотонности оператора А’ следует, 
что 

Ae > ле Аа (ЕЙ) №4. У]. (7.252).



$ 6] — ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ МОНЖА — АМПЕРА 337 

Если норма функции $Ф(х, у) достаточно мала, то имеет 
место неравенство 

с. (т. А 17 i) <! 

  

и в силу (7.236) 

до (ИНН) “№6 У] 
1-5 

>Va, (7 ЧЕ р “lle | Або (х, у). 

Объединяя последнее неравенство с (7.252), приходим к со- 
отношению 

    

Ве (х, у> Г _ 240, (х, У), (7.253) 
где 

—_. —Г 1-= 

Из (7.253) непосредственно вытекает, что для выпуклых 
функций с малой ненулевой нормой выполнено условие (7.251). 

Теорема доказана. 
8. Единственность ненулевого рещения. Рассмотрим 

частный случай задачи (7.240) — (7.241): 

__ ИР $2 

(+ p+ 9°)" 
roe O<a<l. ITiycrb для задачи (7.254) справедлива тео- 
рема сушествования непулевого неотрицательного решения 
(например, выполнены условия теоремы 7.27). В этом пункте 
мы приведем достаточные условия единственности такого 
решения. 

Будем говорить, что функция { (х, у, 2) квазиоднородна 
порядка 1, если Г (х, у, 2) не убывает по 2, если 

f(% yw 2)>0 (x, yJE2, 2>0) (7.255) 

== Л(х, у, 2), 2[1=0, (7.254) 

и если 

Ла, у, м МЛ, у.) (lx WER, OCA, z>0). 
(7.256) 

Примером может служить функция а -- 527 (а, 6>0).
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Теорема 7.28. Пусть f(x, y, 2) квазиоднородна 
порядка 1, причем 

1<2 — ®). (7.257) 

Тогда краевая задача (7.254) не может иметь более 
одного ненулевого неотрицательного решения. 

Доказательство. Как и при доказательстве двух 
предыдущих теорем, перейдем от краевой задачи (7.254) 
к уравнению $ = Вф, где 

Вх (х, у) = А.Л [х, у, Ф(х, У)|. (7.258) 
Нам нужно доказать, что в условиях доказываемой теоремы 
оператор В имеет в конусе К не более одной ненулевой 
неподвижной точки. Для этого достаточно установить, что 
оператор В на конусе К является щ-вогнутым оператором 
по отношению к полуупорядоченности, определенной конусом 
всех неотрицательных непрерывных функций (тогда можно 
применить теорему 6.3). 

В качестве и, (х, у) выберем функцию, графиком кото- 
рой является конус единичной высоты с вершиной, проекти- 
рующейся в некоторую фиксированную внутренную точку 
({х., У} области 9, и с направляющей Г. 

Пусть © (х, у) — ненулевая функция из К. Тогда 2 (х, у) = 
— Вф(х, у) — также ненулевая функция из К. Геометрически 
очевидно, что 

2 (Ху, Vo) Uy (x, у) < = (х, у) == Во (х, у) (х, у} EQ). 

Из оценок, полученных в п. 3, вытекает, что наклоны 
опорных плоскостей к графику функции 2(х, У) равномерно 
ограничены сверху некоторой постоянной 2. Наклоны опор- 
ных плоскостей к графикам функций Ви, (х, у) в точках 
контура Г ограничены снизу некоторой постоянной, неогра- 
ниченно возрастающей при В —> со. Поэтому найдется такое В,, 
что наклоны опорных плоскостей в точках контура Г к гра- 
фику функции Вуио(х, у) будут больше Г. Но тогда (график 
Зойо(х, У) — это конус!) будет выполнено неравенство 

Во (х, у)==2(х, у) < Виш (х, У). 

Мы показали, что 

2 (хо, У) и, (х, у) < Во(х, у) < Виши (х, У),
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то есть выполнено условие (6.1) в определении вогнутости 
оператора. 

Монотонность оператора В вытекает из монотонности 
Х(х, у, 2) по переменной 2 и из монотонности оператора А.. 

Остается доказать свойство (6.5), то есть доказать, что 
при О< <! для любой функции ФЕК, отличной от нуля, 

B (hg) > ACL + 0) Bo, (7.259) 
где м > 0. Действительно, из (7.256) вытекает, что 

ВГФ(х, У > А, Ух, у, 2(х, У) 
и в силу (7.236) 

т 

В [№9 (х, у) > ^29-9 Во(х, у) — ((х, у} Е). 
Последнее перавенство означает, что (7.259) выполнено при 

_ 2 а-@-т 

А 1 —]. 

Теорема доказана. 

9. Уравнения с сильными нелинейностями. 
Теорема 7.29. Пусть найдутся такие %5>0 и 

М, > 0, что ` 

_ У (х, у, 2, р, 9) < аз" (7.260) 

([х, у Е9, 0<2 <4), —oO<cp g<oo) 

f(x, y, 2 р, да (7.261) 

(jx, YER, z2>My, —co<p, q<0v), 
где y¥ > 2, a, > 0. 

Тогда краевая задача (7.240)—(7.241) имеет кроме 
’тривиального нулевого еще по крайней мере одно ре- 
щение. 

Доказательство. Перейдем от краевой задачи к опе- 
раторному уравнению $(х, у) = Во(х, у), где В — оператор 
(7.243), и покажем, что оператор В является растяжением 
конуса К. Этим доказательство будет завершено. 

Покажем вначале, что при достаточно больших А выпол- 
нено соотношение 

Вф(х, у) < 9(х, у  @ФЕК, ||] =). — (1.262)
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Действительно, из неравенства (7.250) вытекает неравенство 

Л[х, У, P(X У), FH Ms Gy CX, WIS 

если только 

  

` Поэтому 

и в силу (7.239) 

Во(х, у) >. А, [a,( RY hag (x. y)|= 

  

тт 
| =Va, (2-4)? R? A hy (x. y). 

, fo + ls 

Из полученного неравенства вытекает, что (7.262) выпол- 
нено при достаточно больших R. 

Нам осталось показать, что при достаточно малых поло- 
жительных 0 выполняется соотношение 

Вф(х. у > Ф(х, У (PEK. [lel] = 9). (1.263) 
Доказательство этого соотношения проведем отдельно для 

cnyyaeB OSC acl ual. 

Пусть 0<а< 1. Тогда npu p< 4 

Л[х, У, Ф(%, У), 9,(х, У), $, (5, У] «ар 
| (PEK, |+] =), 

и из оценок (7.233) вытекает, что 
  7 i 

Bo (x, yen [(1 — а) аз -- 1 — 1. 

откуда следует справедливость соотношений (7.263) при 
малых р. 

Пусть а==1. Тогда 5 

Bo(x, y) <r У eas 0 

и снова при малых р 

Вф(х, у) < р. 
Теорема доказана.
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10. Условия существования многих решений. Пусть 
№ (х, у) — функция, введенная при доказательстве теоремы 
7.27, и пусть Ай, (х, у) = ©, (х, у) и 

dy = тах Ай, (х, у) == 8 (Ху, Yo) 

В случае, когда функция / (х, у, 2, р, 9) по переменной 2 
имеет перемежающиеся участки быстрого роста и участки 
медленного роста, краевая задача (7.240) — (7.241) имеет, 
вообще говоря, много решений. Укажем одну частную тео- 
рему для случая, когда О<а< 1. 

Теорема 7.30. Пусть существует такая последо- 
вательность Ю,—>с5, что 

f(x. y 2 р, а) > аг" (Е р Ю. «2 <К,). (7.264) 

где 11 > 2. Пусть, далее, существует такая последова- 

тельность Ry —> Oo, то 

fi yw 2p «аа 2)  (0<2<В)), (1.265) 

где 1. < |1 —@а, а рост чисел а, согласован с ростом чи- 

сел Ю» неравенствами 
  

1 

„У [di —a)a, (1+ Re)? + 1fh#—1 <Rp 
1 .. 

в которых — — оценка снизу для удельной кривизны кон- 
0 

тура Г. 
Тогда краевая задача (7.240) — (7.241) имеет счетное 

число различных решений, среди которых есть решения 
_с0 сколь угодно большим максимумом. 

Доказательство. Без ограничения общности можно 
считать, что числа Ю, удовлетворяют неравенствам 

1 у 
1 \y ne (Arey —2. (т 3], 

® > (2 Га — Г 

Тогда для каждой функции Ф(х, УЕК из ||$| = В, будет 
следовать, что 

9% WD Fz РЕ Юй (х, У),
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откуда 

Вобе, У)> А [а( тв, все, У) > 

>, ие, |= 

=Va (2 

  

  

in 

r oor R a)? Agtg (x, y) 

r By (xo 9) > Vad (Pt в, > Ry 

Таким образом, из условия (7.264) вытекает, что 

Вф(х, у) <е(х, У) — (ЕК, [$|=А,). (1.266) 
Из условия (7.265) вытекает, что | 

Вф(х, у)>9(х, y) (PEK, lei] = Ra). (7.267) 
Чтобы в этом убедиться, достаточно повторить соответст- 
вующую часть доказательства теоремы 7.26. 

Без ограничения общности можно считать, что числа Ю„ 
a 

u Ry, NepemMexkawTca (B NPOTHMBHOM случае мы перешли бы 
к подпоследовательности): 

RS RIK RC <... 
Тогда оператор В на каждом слое Ю < [$|[< Rr (PEK) 
является оператором сжатия, а на каждом слое Ry <lloll < 
<Ю,.,(+ЕК) — оператором растяжения. Поэтому во всех 
указанных слоях оператор В имеет по крайней мере по 
одной неподвижной точке. 

Остается воспользоваться тем, что неподвижпые точки 

оператора В совпадают с решениями краевой задачи (7.240) — 
(7.241). 

Теорема доказана. 
Теорема остается справедливой для случая, когда a= Il, 

если условие (7.265) заменить условием 

fi. y 2p Q<a,in-*Q+z) (0<z<R,), (7.268) 
* 

где рост чисел @, согласован с ростом чисел Ю„ неравен-



\ 
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ствами 
  

2, .l—s * а тт (2+2 ) 
по п * 

11. Замечаиия. |1. Доказанные в параграфе георемь до- 
пускают обобщение на случай уравнений 

rt — s? 
R(p. Rog aI & ‚у, <, Р, 9), 

где R(p, g) oranuna ot (1+ p?+-q%)" (O< а <!). Здесь 
следует только иметь в Ввиду, ЧТО допустимые з(ачения 

Г(х, У, г, р, 9) приходится существенно ограничивать сверху, 
если 

OO 
a 3 dp dq 

| „ КВ(р, 4) < ©. 
—© -® 

  

2. И. Я. Бакельманом установлены теоремы, из которых 
следует, что оператор 

А, [Е (х, у, 2, р, ФГ--Р(х, y 2 р, Фз- 
-- Ч (х, у, 2, р, И 

вполне непрерывен на конусе К (выпуклых функций) и 
оставляет этот конус инвариантным, если 

0<—Е(х, у, 2, р, ФЁ—Б(х, У, 2, й ®т— 

где ©, (р) и @.(4) неотрицательны и 

Га О, (р) (a < >, ] 3. < ©. 

Поэтому доказанные в naparpage теоремы допускают рас- 
пространение на случай уравнений 

rt — s? 
——_—__—_——- = E(x, у, ©, р, yr F x, 9 a; 9 $ И +42 Dr PO Ys pe 95 

-НО(х, у, 2, р, ЧЕ-НТ(Х, у, 2, р. 9 
с квазилинейной частью.



'КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ 1—7 ГЛАВ 

Глава 1 

Пространства с конусом 

$ 1. Основиые определения. Множество К образует, по опре- 
делению, конус в вещественном банаховом пространстве Е, если 
оно выпукло и замкнуто, если с каждым элементом х оно содер- 
жит все элементы ах (а > 0) и если нз х, — хС К следует, что х = 0, 
где 8 — нуль пространства E. 

Основным примером конусов являются совокупности К. не- 
отрицательных функций в пространствах С, [, ит. д. 

Конус называется телесным, если он содержит внутренние эле- 
менты; конус К воспроизводящий, если каждый элемент хе Е пред- 
ставим в виде х =и—®, где и, ЕК 

Конус неотрицательных функций в пространстве С телесен, 
в пространствах Г,» не телесен, но воспроизводящий. 

Пространство у с конусом К превращается в полуупорядочен- 
ное пространство, если считать, что х<у, если у хЕК. Знак 
< обладает свойством обычного знака <: неравенства можно скла- 
дывать и можно умножать на положительные числа; из хуи 
у<=2 следует, что х < 2; в неравенствах можно переходнть к пре- 
делу ит. д. 

$2. Нормальиые конусы. Наиболее часто приходите: 
применять конусы, обладающие дополнительными свойствамь 
Конус К называется нормальным, если существует такое $ >( 
что |6. | е.|] > 5, если её. ЕК, е (К и |е,| = |6. =1. Конусе 
неотрицательных функций в пространствах С и Ё› нормальны. 

Норма в ЕЁ называется полумонотонной, если для любых ^ 
УЕК из х<у следует, что |х|< М[у||, где постоянная М не за 
висит от х и у. 

Теорема (1.2). Чтоды конус К был нормален, необходим 
u достаточно, чтобы норма. была полумонотонна. 

Пусть шо — фиксированный ненулевой элемент из К. Через Дь, 

обозначим совокупность всех таких хЕР, которые при некоторы: 
положительных $ удовлетворяют неравенствам — и < х< ш.. 
Наименьшее {, при котором выполнены эти неравеиства, называетс» 
Ug-HOPMOHW элемента x € Eup HW oGo3HalaeTca Yepes || x|| Ug.
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Тео рема (1.1). Чтобы конус К был нормален, необходимо 
и достаточно, чтобы имело место неравенство 

< М: | Lo || (x€E,,), 

где М не зависит ни от х, ни OM Up. 

  

$ 3. Пространство Е,. Если Е — это пространство Ё„, К — ко- 
нус неотрицательных функций, шо (2) =1, то Е, — это простран- 
CTBO Ly. 

Теорема (1.3). Если конус К нормален, то Ен, полно по 

Uy-HOpMe, 

. Через К, обозначим перссечение КПЕ,,. Если Ё;„, полно, то 
Ки, образует в Ey, телесный конус, который нормален. Более того, 

норма в Ви, монотонна: из 0 < х<у следует, что |х| ш < У! ity: 

Если конус К не обладает свойством нормальности, то Е, мо- 

жет не обладать свойством полноты. Через En, обозначим пополне- 

ние ЕЁ, по и)-норме, через Ки, — замыкание К, в Е, 

Теорема (1.4). К, является телесным и нормальным ко- 

нусом в Е/; норма в Е, монотонна. 

$ 4. Линейные положительные функционалы. Линейный 
функционал /(х) называется положительным, если Г (х) > 0 при 
хСК. Все линейные положительные функционалы образуют конус К* 
в сопряженном пространстве 2* (если К воспроизводящий). Мно- 
жество положительных функционалов достаточио «обширно»: для 
каждого х СК (хо = 0) можно указать такой положительный функ- 
ционал /(х), что Х(хо) > 0; для любых двух элементов ху, у ЕК 
можно указать такой положительный функционал / (х), что Г (хо) Е 
== У (Ус). Если пространство Е сепарабельно, то можно указать та- 
кой Положительный линейный функционал /(х), что /(х) > 0 при 
x€E€Kux~ 0. 

Функционал f(x) называется равномерно положительным, 
если Х(х) >а|х! (хЕК). Конус к по определению, допускает 
оштукатуривание, если существует такой конус К\, что каждый 
ненулевой элемеит х, ЕК является внутрепней точкой конуса К, и, 
более того, лежит в конусе К, вместе с шаровой окрехтностью 
радиуса 6 || х,{, где 6 не зависит от хо. Каждый допускающий ошту- 
катуривание конус пормален, но не каждый нормальный конус до- 
пускает оштукатуривание. 

Теорема (1.5). Конус К допускает оштукат уривание тогда 
и только тогда, если на К может быть определен равномерно 
положительный линейный функционал. 

Конус неотрицательных функций в пространствах С u Ly 
(1 <р<о5) не допускает оштукатуривания. Конус неотрицатель- 
ных фупкций в пространстве Г допускает оштукатуривание. 

Пусть Р — замкиутое выпуклое ограничениое множество, не со- 
держащее иуль 0 пространства Е. Через К (Р) обозначим совокуп- 

24 Зак. 2918. М. А, Красиосельский
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ность всех элементов вида ох (а>0, хЕР). Множества К (Р) 
являются конусами, допускающими оштукатуривание. 

$ 5. Правильные конусы. Конус К называется правильным 
если каждая неубывающая последовательность х„(х < х, <. 
... ^лх...), ограниченная сверху некоторым элементом (хи 2, 
п =1,2,...), сходится по норме. 

Теорема (1.6). Каждый правильный конус нормален. 
Из нормальности не вытекает правильность конуса. 
Конус К называется вполне правильным, если каждая неубы- 

вающая последовательность х„, ограниченная по норме (|| хи || < М, 
п=1,2,...), сходится по норме. 

Теорема (1.7). Каждый вполне правильный конус правилен. 
Колус неотрицательных функций в пространствах /,, (1 < р < од) 

вполне правилен; конус неотрнцательных функций в пространстве С 
не обладает даже свойством правильности. Существуют конусы 
правильные, но не вполне правильные. Правильный телесный конус 
вполне правилен (теорема 1.8). 

Теорема (1.9). Если пространство Е слабо полно, то 
каждый правильный в этом пространстве конус вполне пра- 
вилен. 

$ 6. Признаки правильности конуса. Положительный ( 1 (х) > 0 
при хЕК) не обязательно линейный функционал /(х) будем назы- 
вать строго растущим, если для любых hy,€ K (n=1, 2 
H3 || hyl| > > 0 вытекает, что f(h, +... + Й,) —> оо. 

Теорема (1.10). Если на конусе К может быть определен 
строго растущий функционал, ограниченный на каждом шаре, 
то конус К вполне правилен. 

Теорема (1.11). Если на конусе К может быть определен 
строго растущий функционал У (х), который монотонен (из (< 
<х<у следует, что Х(х) < (у), конус К правилен. 

Теорема (1.12). Если конус К допускает оштукатурива- 
ние, то он вполне правилен. 

Обратное утверждение неверно, так как конус неотрнцатель- 

ных функций в пространствах Ё, (1 < р < со) вполне правилен, но 
оштукатуривания не допускает. 

> @e 

$ 7. Миниэдральные конусы. Множество ЖЕ назыгается 
ограниченным, если существует такой элемент 2, что х «2 (хе %Х). 
Элемент 2 называется при этом верхней границей для 9%. Всли 
в множество 3% всех верхних границ есть такой элемент 2%, что 
2 <2 при всех 26%, то 2, называется точной верхней границей 
множества ЭХ. 

Конус К называется миниэдральным, если каждое конечное 
число элементов х,..., ХЕ Е имеет точную верхнюю границу 
20 = Зир{х.,..., Xr. . 

Теорема (1.14). Если конус К минизэдрален и правилен, то 
каждая ограниченная последовательность имеет точную верх- 
нюю границу.
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Конус К называется сильно миниэдральным, если каждое огра- 
ниченное множество нмеет точную верхнюю границу. 

Теорема (1.15). Густь на миниэдральном и правильном 
конусе К можно определить некоторый строго монотонный 
функционал }(х) (изх<у и х- у следует, что Х(х) < Х(у) ), 
обладающий тем свойством, что для каждой неубывающей по- 
следовательности хдиз | хи— х*|| > 0 следует, что Г (хп) > Х (х*). 

Гогда конус К сильно миниэдрален. 
Конус К неотрицательных функций в пространствах Ly 

(1< р<о9) сильно миниэдрален. Конус неотрицательных функций 
в пространстве С миниэлрален, но не обладает свойством сильной 
миниэдральности (более того, в С не каждая монотонная и ограни- 
ченная последовательность имеет точную верхнюю грань). 

$ 8. Пространства с двумя конусами. Пусть в Е заданы два 
конуса Ки К, причем КСК. Через Кь (хо, уз) обозначим сово- 
купность элементов хЕК., удовлетворяющих неравенствам хх 
< у. (в Е полуупорядоченность введена при помощи «большего» 
конуса К). 

Теорема (1.16). Утобы множества Ky (Xo, yo) были огра- 
ничены при любых ху, уЕК, необходимо и достаточно, чтобы 
норма на Ку была полумонотонна. 

В пространствах с двумя конусами естественным образом вво- 
дится понятие К-правильности конуса К, (монотонные и ограничен- 
ные последовательности элементов из К, сходятся по норме) и пол- 
ной К-правильности конуса Ку (монотонные и ограниченные по 
норме последовательности из Ау сходятся по норме). Имеют место 
естественные связн между свойствами К-правильности и полной 
К-правильности и обычной правильности и полной правильности. 
Имеют место аналоги теорем, приведенных в $ 5. 

Глава 2 

Линейные положительные операторы 

$ 1. Линейные и,-положительные операторы. Линейный опе- 
ратор А, действующий в банаховом пространстве Е с конусом К, 
называется положительным, если он оставляет конус К инва- 
риантным, то есть если из х> 0 следует Ах >09. Каждый положи- 
тельный линейный оператор монотонен в том смысле, что из 
х <у (х, УЕЕ) следует неравенство Ах< Ау. 

Положительный линейный оператор А называется сильно поло- 
жительным, если конус К телесен и если для каждого ненулевого 
хЕК можно указать такое натуральное р, что АРх — внутренний 
элемент конуса К. 

Линейный интегральный оператор 

Ax (t) = f k(t, s) <(s) ds, (2.1) 
т 

24*
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действующий в функциональном пространстве Е (например, С или 
[р›), полуупорялоченном при помощи конуса К неотрицательных 
Ha 2 функций, будет положителен, если ядро А (Ё, $) неотрицательно. 
Если ядро ^ (Ё, $) положительно и непрерывно, то А сильно поло- 
жителен в пространстве С. 

Пусть ио — фиксированный ненулевой элемент из К. Положи- 
тельный линейный оператор А называется ио-ограниченным сверху, 

если для каждого хеК можно указать такое р, что АРх < 3, 
(8 > 0). Если конус К телесен, а и, -—-внутренний элемент К, то 
каждый линейный положительный оператор ш-ограничен сверху. 

Оператор А называется и,-ограниченным снизу, если для каж- 
дого ненулевого хе К можно указать такое р, что АРх >> аи) (а > 0). 
Если для каждого хЕК (х = 68) можно указать такое п, что аш < 

< А"х < Ви (а, В > 0), то липейный оператор А называется ш-по- 
ложительным. Примером ио-положительного оператора является 
каждый сильно положительный оператор. 

Теорема (2.2). Если оператор А одновременно ш-ограни- 
чен сверху и снизу, то он ш-положителен. 

Через Ки, обозначается совокупность таких элементов XE K, 

чт0 аи < х <`раш прн пекотором а > 0. Kuo, ¢ является конусом, 

который допускает оштукатуривание, если К нормален (теорема 1.13). 
Теорема (2.1). //Густь линейный оператор А преобразует 

конус К в конус Кир и пусть из Ах=0 (хЕК) следует, что 

х=0. Тогда оператор А ш-положителен на каждом конусе 
Ки ‚ р+е. 

Линейный оператор, оставляющий инвариантиым конус К, на- 
зывается равномерно положительным, если || Ах! >81 (ЕК), 
где 6 > 0. Примером равномерно положительного оператора может 
служить единичный оператор I. 

Теорема (2.4). Если на конусе К может быть определен 
равномерно положительный и вполне непрерывный оператор. то 
конус К допускает оштукатуривание. 

В некоторых случаях из положительности линейного оператора 
можно сделать заключение о его пепрерывности. 

Теорема (2.3). Пусть Е, и Е. — два банаховых простран- 
ства с конусами соответственно К; и К., первый из которых 
воспроизводящий, а второй нормален. Пусть действующий из 
Е в Е. аддитивный и однородный оператор А положителен 
в том смысле, что АК СК... Тогда А непрерывен. 

$ 2. Существование собственного вектора. Ненулевой элс- 
мент х называется собственным вектором оператора А, если 
Ах = Ах, где Х — некоторое вецественное число, которое называют 
собственным значением оператора А. Если собственпый вектор при- 
надлежит К, то он называется положительным собственным век- 
тором; соответствующее собственное значение Х называется пози- 
тивным. Каждый положительный линейный оператор, действующий 
в конечиомерном пространстве, имеет положительный собственный 
зектор. В случае бесконечномерных нространств этот факт места
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не имеет. Например, линейный интегральный оператор 

1 

Ах (6) = | k(t, s) x (s) ds (2.2) 
бе 

с непрерывным положительным ядром А (Ё $) не имеет не только 
положительных, но н никаких других собственных векторов в про- 
странствах С и Г», в которых этот оператор не только положите- 
лен, но и вполне непрерывеи. 

В связи с указанным примером возникает задача о дополни- 
тельных условиях, при которых положнтельный линейный оператор 
имеет собственные векторы. 

Теорема (2.5). Лусть линейный положительный опера- 
тор А вполне непрерывен. Пусть для некоторого ненулевого 

элемента и ([-иЕбК; и=ч— ш, УЕК, ФЕК) выполняется соот- 
ношение ` 

Аби >ои  (а>0), (2.3) 
где р— некоторое натуральное число. Тогда оператор А имеет 
по крайней мере один положительный собственный вектор, 
причем соответствующее позитивное собственное значение 

р, 
больше или равно Ус. 

Пример (2.2) показывает, что условие (2.3) существенно. 
Теорема (2.6). Каждый равномерно положительный вполне 

непрерывный оператор имеет по крайней мере один положи- 
тельный собственный вектор. 

В заключение рассмотрим случай, когда пространство ЕЁ слабо 
полно и единичный шар в Е слабо компактен. Если в этом случае 
конус К допускает оштукатуривание, то (теорема 2.7) положитель- 
ный собственный вектор есть у каждого линейного положитель- 
ного оператора. Пример (2.2) показывает, что каждое из перечис- 
ленных условий существенно: оператор (2.2) положителен в про- 
странствах /›„(1 < р < оо) слабо полных н слабо компактных, но 
оператор (2.2) не имеет в [, собственных векторов — дело в том 
что конус неотрицательных функций в /„ (1 < р < сэ) не допускает, 
оштукатуривания; оператор (2.2) положителен в [, в котором конус 
неотрицательных функций допускает оштукатуривание, но собст- 
венных векторов в Д нет — пространство Ё пе обладает свойством 
слабой полноты и слабой компактности. 

Существует ряд более частных признаков существования соб- 
ственного вектора в конусе (теорсмы 2.8 и 2.9). - 

$ 3. Простота позитивного собственного значения. Все 
предложения настоящего н следующего параграфов относятся к слу- 
чаю, когда конус К воспроизводящий. Во всех теоремах пред- 
полагается, что рассматриваемый линейный положительный 
оператор А имеет позитивное собственное значение. 

Собственное значение № линейного оператора А называется 
простым, если все решения уравнений (А — №1)” х = 8 (п =1,2,...)
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являются одновременно решениямн уравнения Ах =), -х, причем 
множество решений последнего уравнения одномерно. 

Теорема (2.10 и 2.11). Лусть оператор А ш-положителен. 
Гогда 

а) позитивное собственное значение № оператора А про- 
cmoe, 

6) оператор А имеет единственный (с точностью до нормы) 
собственный вектор в конусе. 

Подпространство Ис: Е называется инвариантным подпро- 
странством оператора А, если АПСИ. 

Теорема (2.12). Пусть оператор А ш-положителен и 
пусть П — инвариантное подпространство оператора А, кото- 
рому не принадлежит положительный собственный вектор опе- 
ратора А. Пусть выполнено одно из трех условий: 

а) подпространство П конечномерно, 
6) оператор А вполне непрерывен, 
в) подпространство П слабо полно, единичный шар вП 

слабо компактен, конус КПП допускает оштукатуривание. 
Тогда пересечение подпространства П с конусом К состоит 

из одной точки 0 
Обе сформулированные теоремы относятся, например, к инте- 

гральным операторам, если некоторая итерация А „, (1, 5) ядра Ё (, $) 

удовлетворяет неравенствам 

ш (ЗЕ (Ь 5) < (0 (569) 
последние неравенства обеспечивают #,-положительность опера- 
тора. 

$ 4. Сравнение с другими собственными значениями. Ком- 
плексное число ^=--{ называется собственным значением 
линейного оператора А, действующего в вещественном банаховом 
пространстве Ё, если нмеет место формальное равенство 

Ах -- {Ау = (< + it) (x + iy), 

то есть имеют место два равенства: 

Ах =ох —ту Ау=зу + чх. 

Теорема (2.13). Пусть № — позитивное собственное эна- 
чение и‚-положительного оператора А. Тогда каждое другое 
собственное значение \ оператора А удовлетворяет неравенству 
[A] < Apo. 

Для ио-ограниченных сверху (теорема 2.14) н ио-ограниченных 
снизу (теорема 2.15) операторов справедливы более слабые утвер- 
ждения, 

$ 5. Неоднородные линейные уравнения. Рассмотрим урав- 
нение 

Ах = Ax tf (2.4) 
с положительным оператором А. Пусть А — точная верхняя грань 
всех собствеиных значений оператора А.
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Теорема (2.16). Если ^>№ и ГЕК, то уравнение (2.4) 
имеет в К единственное решение. 

Если \<\ и А"У> щ (=> 0), где и,— такой ненулевой 

элемент из К, что А’и, > фи то уравнение (2.4) не имеет вК 
решений. 

Вторую часть утверждения этой теоремы можно рассматривать 
как предположение о невозможности некоторых неравенств. 

В дальнейшем будем писать х < у, если у— хСК. 
Теорема (2.17, 2.18 и 2.19). Пусть оператор Аи’-ограничен 

снизу, причем Аш > А\щ. Тогда для _Любого ненулевого ХЕК 

при \ < \ выполнено соотношение Ах < \х, аиз Ах< №юх(хЕК) 
следует, что х = Е щ и Аи, = №. 

Пусть Аш-ограничен сверху и Ащ < \№щ. Тогда для любого 

ненулевого хЕК при ^> № выполнено соотношение Ax > dx. 
Пусть А, наконец, ш-положителен и Ащ = № из. Тогда для 

любого ненулевого и неколлинеарного и, элемента х6К эле- 
менты №-х и Ах несравнимы: . 

Ах< их, Аха. 

Глава 3 

Дифференцируемость по конусу 

$ 1. Производные по конусу. При изучении нелинейных опера- 
торов существенную роль играют понятия производных, которые 
определяются обычным образом: выделением главных линейных 
частей приращений. В связи с тем, что для бесконечномерных 
пространств существуют различные понятия предела (сильный и 
слабый), приходится рассматривать различные понятия производ- 
ных. Приведем основиые определения. 

Пусть 
A (Xo + h) — Ах = А’ (хо) А -Но(хь 1), (3.1) 

где А’(х,) — линейный оператор. Оператор A’ (x 9) называется 
слабой производной Гато оператора А в точке ху, если для 
каждого линейного функционала Х(х) и каждого фиксированного 

й, ЕЁ, выполняется равенство lim + fle (Х„ 1)|]=0. Оператор 
> 

А’ (хо) называется сильной производной Гато, если 

lim 4 ||o (xp, 4) =0 
t>o # 

при любом ukcupopanuom f,€ E. Onepatop A’ (xo) Ha3biBaetca 

сильной или слабой производной Фреше, если т ® (> й) при 

12|] ->0 стремигся к нулю по норме сильно или соответственно 

слабо.
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Если в приведенных определениях рассматривать лишь эле- 
менты АСК, то вместо производной Гато мы получим определения 
производных по конусу К (слабой и сильной), а вместо произ- 
водных по Фреше — производных Фреше по конусу (слабой и 
сильной). 

Предположение о существовании пронзводных по конусу 
является существенно меньшим ограничением, чем предположение 
о существовании соответствующей производной Гато или Фреше. 
Однако в некоторых случаях из существования производных по 
конусу вытекает дифференцируемость по Фреше. 

Конус К, по определению, несплющен, если найдется такое 
М > 0, что для кажлого хе Е найдется такой элемент и = и (х) ЕК, 
что х<хии |1 < М |x|}. Конусы неотрицательных функций в 
пространствах @ и Ё› несплющены. Класс несплющенных конусов 
совпадает с классом воспроизводящих конусов. 

Теорема (3.1). Густь конус К несплющен. Пусть опера- 
тор А имеет слабую производную А’(х) по конусу К, причем 
A’ (x) непрерывно (по норме линейных операторов) зависит 
от х. Тогда А’(х) является сильной производной Фреше. 

Теорема (3.2). Сильная производная Фреше по несплю- 
щенному конусу К от вполне непрерывного оператора является 
вполне непрерывным оператором. 

$ 2. Производная на бесконечности. Пусть 

Ax = A’ (oo) x +- o (x), (3.2) 

где А’ (со) — некоторый линейный оператор. Оператор А’ (со) на- 
зывается слабой производной на бесконечности оператора А, 
если при каждом фихсированном ненулевом х,ЕЁ и любом 
линейиом функционале Х(х) отношение 7 f [ow (tx%,)] cTpemutca « 

нулю при #-> оо. Оператор А’ (со) называется сильной производ- 
ной на бесконечности, если при каждом ненулевом хо ЕЁ стре- 

мится к нулю при # > со отношение я || (tX) ||. Ouepatop A Ha- 

зывается асимптотически линейным (сильно или слабо), если 

при ||х || -> со стремится к нулю отношение — ® (х) (сильно или 

слабо); оператор A’ (oo) в этом случае называется асимптотиче- 
ской производной (сильной или слабой). 

Если в приведенных определениях рассматриваются лишь 
элементы хСК, то мы приходим к определениям производных и 
асимптотических производных по конусу К. 

В естественных предположениях производная A’ (CO) на беско- 
нечности может быть получена как предел обычных производных 
А’ (х) при |х|-> со. Так, например, 

Теорема (3.3). Оператор В является сильной асимпто- 
тической производной оператора А, если А имеет слабую про- 
изводную Гато А’(х) в каждой точке х с достаточно боль- 

‚шой нормой и если | А’(х) — В|->0 при |х|-> ©.
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Теорема (3.4). Оператор В является сильной асимптоти- 
ческой производной по конусу К, если В является пределом по 
норме операторов при |х|-—>520 и хЕК слабых производных 
Гато А’(х) по конусу и если при каждом ЕЮ выполнено нера- 
венство 

| Ах| < а (К) (KEK, [xi < ^). 
Для асимптотических производных по конусу вполне непре- 

рывных операторов справедлива теорема, аналогичная второй тео- 
реме предыдущего пункта. 

$ 3. Неравенства для элементов с малымн нормами. Здесь 
предполагается, что 46 =. Рассматривается вопрос о том, суще- 
ствуют ли такие ненулевые элементы ху с малыми нормами, что 
Ах > ху или Ах < ло. Если Ах, > Ху то будем говорить, что 
элемент х, «идет вперед» при применении оператора А. Если 

Ах. < хь, то элемент ху «идет назад». Если Ах < х для всех нену- 
левых элементов х из К с достаточно малой нормой, то точку 0 
будем называть Оотталкивающей для оператора А. Если для нену- 
левых элементов ХЕК с малой нормой выполнено соотношение 

Ах > х, то точку @ назовем притягивающей. 
Так как изучаются значения оператора А на элементах с ма- 

лой нормой, то естественно ожидать, что в основных случаях ответ 
на поставленный вопрос может ‘быть дан в терминах, относящихся 
к свойствам производной А’ (8). 

Предположим, что А’(0) — сильная производная оператора А 
по конусу, и пусть 

A’ (8) hy =Ahy (AoE K, hy, ~ 8, Ay > 0). (3.3) 

Теорема (3.4 и 3.6). Пусть выполнено одно из двух 
условий: 

а) конус К телесен, й, — внутренний элемент конуса К, 

6) А (ево) — €A’ (0) Вол, =0 (2). 
Тогда элементы eh, npu малых =>0 идут вперед, если 

Ло > Би идут назад, если № <1. 
Предположим дополнительно, что А допускает представление 

Ax=A’' (68) x+Cx+ Dx, (3.4) 

где С — однородный оператор порядка Ё > I (C (tx) == t*Cx), a 
р — оператор высшего порядка малости (|| (2х) | =0 ({^) ). 

Теорема (3.5 и 3.6). Пусть № ==1. Пусть выполнено либо 
условие (а) предыдущей теоремы, либо условие (6) и соотношение 
| D (eho) Ip, = (e*). 

Гогда элементы :й, при малых => 0 идут вперед, если 
о м < ВИ, (2, 8 > 0), и идут назад, если ай, < — Сы < pho 
(а р > 0). 

Оператор А называется равномерно й.-ограниченным сверху, 
если для каждого достаточно малого = > 0 можно указать такое 

гГ=Г(=) > 0, что Ах<:й, (ХЕК, |х| < г). Если конус К телесен 
и й, — внутренннй элемент К, то равномерно й,-ограниченными 
сверху будут все непрерывные в точке 8 операторы, удовлетворяю- 
щие условню Al = 0.
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георема (3.7). Пусть А’ (8) является сильной производной 
Фреше по конусу вполне непрерывного оператора А, который 
монотонен и равномерно й,-ограничен (hy удовлетворяет ра- 
венству (3.3) ). Пусть выполнено одно из условий а или 6 пер- 
вой теоремы настоящего параграфа, причем при условии 6 
предполагается, что № — наибольшее собственное значение опе- 
ратора А’ (8). Пусть конус К нормален и № <1. 

огда 6 является притягивающей точкой для оператора А. 
Это утверждение сохраняет силу, если условие полной непре- 

рывности оператора А заменить предположением о слабой непре- 
рывности, а условие нормальности конуса заменить предположе- 
нием о слабой полноте и слабой компактности шара в Ё и о том, 

что К допускает оштукатуривание. 
Линейный оператор В, по определению, К-расщепляем, еслн 

он имеет в К собственный вектор Йу и имеет такое инвариантное 
подпространство Ё,<Ё дефекта 1, которое имеет с К общим лишь 
нулевой элемент 0. Это значит, что каждый элемент хЕеЁ одно- 
значно представим в виде 

X=f(X) ho +, (x, € £;), (3.5) 

rye auHeHHbIA yHKunoHat f(x) ynoBneTBOpAeT ycnoBuaM f (hy) =1 
и f(X,) =O npu x,¢€ £,. lpn atom 

Bx = of (x) ho + Bx. 

Примером К-расщепляемого оператора может служить каждый иу- 
положительный линейный вполне непрерывный оператор. 

Теорема (3.8). Пусть сильная производная Фреше А’ (8) 
по конусу является К-расщепляемым оператором, причем функ- 
ционал Х(х) в представлении (3.5) равномерно положителен. 
Пусть № < 1. 

Тогда 8 является притягивающей точкой для оператора А. 
Имеют место аналоги последних двух теорем, в которых 

даются признаки того, что 6 является отталкивающей точкой для 
оператора А. Основное изменение в этих аналогах (теоремы 3.9 
и 3.10) заключается в переходе от неравенства А, <1 к неравен- 
ству № > 1. 

$ 4. Неравенства для элементов с большими иормами. Для 
общей характеристики значений оператора А на элементах x, 
имеющих большую норму, может быть использована производная 
A’ (co). Имеют место утверждения (теоремы 3.11—3.13), аналогич- 
ные предложениям, приведенным в предыдущем параграфе. Основ- 
ной результат можно формулировать следующим образом. 

Пусть положительный оператор А’ (55) имеет в конусе К 
единственный собственный вектор 2%: 

А’ (05) 50 = Лоб. 

Тогда элементы [2, при больших Е вообще говоря, идут вперед, 
если ^» >Т, и идут назад, если ^»› < 1. При АХ» > 1 все элементы 
хХЕК с большой нормой удовлетворяют, вообще говоря, соотноше- 

нию Ах хх, а при А» < | — соотношению Ах > x.
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Глава 4 

Существование положительных решений 

$ 1. Уравнения с монотонными операторами. Через (ху, уз) 
›значается совокупность всех таких элементов ХЕЁ, что 
< х< и, эта совокупность называется конусным отрезком. 
Теорема (4.1). Для существования у монотонного на 

» Up) Оператора А по крайней мере одной неподвижной 
чки достаточно, чтобы он преобразовывал (Ху из) в себя и 
обы выполнялось одно из следующих четырех условий: 

а) конус К сильно миниздрален, 
6) конус К правилен, оператор А непрерывен, 
в) конус К нормален, оператор А вполне непрерывен, 
г) конус К нормален; пространство Е слабо полно, и еди- 

чный шар в Е слабо компактен; оператор А слабо непре- 
вен. 

В условиях этой теоремы, как показывают примеры, решение 
жет быть не единственное. 
При условии а неподвижная точка х* оператора А констру- 

уется как зиргетит таких хЕ (ху, и), что Ах > х. При осталь- 
х условиях Точка х* может быть получена как предел последо- 
гельных приближений X, = AxX,_,(n =1, 2, ...). 
Применения теоремы требуют построения такого конусного 

резка (хо, ио), который преобразуется оператором А в себя. 
‹аче говоря, нужно найти такие элементы Хо и и (хо © ид), что 
< Ах, и и > Ац.. Если искать элементы хо, с малой пормой, а 
— с большой, то можно применять теоремы гл. 3. 
Существует ряд отличных от а—г дополнительных условий 

цествования неподвижных точек у монотонных операторов, оста- 
яющих инвариантным конусный отрезок или другую часть конуса. 
‚иведем еще одно утверждение. 
Теорема (4.5). //Густь положительный, монотонный и не- 

ерывный оператор А имеет сильную асимптотическую про- 
водную А’ (со) по конусу К. Пусть спектр линейного опера- 
‚ра А’ (>) лежит в круге радиуса ру < 1. Пусть конус К вполне 
авилен. 

Тогда оператор А имеет на К по крайней мере одну не- 
движную точку. 

$ 2. Уравиения с немонотонными операторами. Наиболее 
остой путь для доказательства существования в конусе К не- 
цвижных точек у положительного оператора А заключается в оты- 
энии инвариантных для А выпуклых множеств ГС К. Если такие 
ожества существуют и если их удается найти, то в большинстве 
учаев остается применить принцип Шаудера или принцип Тихо- 
ва. Построение инвариантных множеств иногда требует специаль- 
х конструкций, но в основных случаях не требует преодоления 
ких-либо трудностей. 
Теорема (4.7). Густь положительный вполне непрерывный 

ератор А имеет сильную асимптотическую производную A’ (co)
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по конусу и пусть спектр линейного оператора А’ (со) лежит 
в круге || <ьь где и < |. 

Гогда оператор А имеет в конусе К по крайней мере одну 
неподвижную точку. 

Теорема (4.9). Пусть положительный вполне непрерывный 
оператор А удовлетворяет условию: существует такое Ю, что 
при всех = >0 

Ax>(lte)x (хЕК, [хр = А). (4.1) 

Тогда оператор А имеет в конусе К по крайней мере одну 
неподвижную точку. 

Для проверки условия (4.1) удобно рассматривать различные 

мажоранты А’ оператора А: если это условие выполнено для ма. 
жоранты, то оно тем более выполнено для самого оператора А 

Проверку условия (4.1) для оператора А или его мажоранты А* 
можно провести, опираясь на теоремы, доказанные в гл. 3. 

Предположим теперь, что Аб = 08, и поставим вопрос о суще 
ствовании у положительного оператора А ненулевого положитель 
ного решения. Достаточные условия существования таких решеиий 
указанные в главе, вытекают из следующего простого геометриче 
ского соображения. 

Пусть пенулевые элементы из конуса К с малыми нормам! 
при применении оператора А идут вперед, а элементы с больщим! 
нормами — назад. Пусть конус К не только нормален, по, боле 
того, порма монотонна. Тогда оператор А оставляет инвариантны! 
пересечение конуса К с некоторым шаровым слоем 0 <г«<|х|< 

<R<o. Если А вполне непрерывен, то существование пепс 
движной точки вытекает из принципа Шаудера. Перечисленные услс 
вия чрезвычайно ограничительны; однако их удается заменить боле 
простыми и легко проверяемыми. 

Теорема (4.11). Г/усть положительный вполне непреры! 
ный оператор А (Ав =6) имеет сильную производную Фреш 
А’ (0) и сильную асимптотическую производную А’ (со) по конус: 
Пусть спектр оператора А’ (со) лежит в круге |№| < вь гс 
ро < 1. Пусть оператор А’ (9) имеет в К собственный векто, 
которому соответствует собственное значение № >Ти А’ (1 
не имеет в К собственных векторов, которым соответствуе, 
собственное значение, равное 1. 

Гогда А имеет на К по крайней мере одну ненулевую н 
подвижную точку. 

Будем говорить, что оператор А (А8 = 6) является сжатие 
конуса, если выполнено условие (4.1) и если найдется такое г > 
что 

Ах<х (ХЕК, 1х <г, Х-9). (4. 

Теорема (4.12). Пусть положительный вполне непреры 
ный оператор А является сжатием конуса. Гогда А имее 
на К по крайней мере одну неподвижную ненулевую точку. 

Проверка условия (4.2) в ряде случаев упрощается, если ир 
влечь к рассмотрению миноранты А оператора А.
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$ 3. Вспомогательные утверждения. Последние две теоремы 
0с0обо простой смысл имеют в случае, когда К — одномерный 
конус, то есть, когда Ax =f (xX) — неотрицательная функция неот- 
рицательной числовой переменной. Условие существования поло- 
жительной неподвижной точки в этих теоремах заключается в том, 
что при малых х выполняется неравенство Х(х) > х, а при боль- 
ших — неравенство /(х) < х. 

В одномерном случае, очевидно, для существования неподвиж- 
ной точки достаточно, чтобы при малых х выполнялось неравенство 
1 (х) < х, а при больших х — противоположное неравенство / (х) > х. 
В этих условиях неподвижная точка есть, но инвариантных отрез- 
ков, вообще говоря, нет. Поэтому ясно, что обобщение на беско- 
нечномерный случай, если такое обобщение можно указать, не 
может быть основано иа непосредствеином применении принципов 
неподвижной точки типа принципа Шаудера или прииципа Тихо- 
нова — нужны новые топологические теоремы. 

Приведем основное утверждение, на котором основано изуче- 
ние вполне ненрерывных операторов. 

Теорема (лемма 4.5). Пусть вполне непрерывный опе- 
ратор А положителен на множестве Т = ТГ4х: хХЕК,Гг«|х|<АЮ} 
и удовлетворяет условиям 

Ах -=% при ХЕК, |х| =, 

Ах == при ХЕК, |х| =, 

где || <7<К< |1. 
Гогда А имеет на Т по крайней мере одну неподвижную 

точку. 

4. Неподвижные точки операторов, растягивающих 
конус. Положительный оператор А (46 =) называется растяже- 
нием конуса К, если найдутся такие г и Л, что при всех => 0 

Ах> (1-х  (ХЕК, |< г) (4.3) 

Ax<x  (хСК, |х| > Ю). (4.4) 
Теорема (4.14). Пусть положительный вполне непрерыв- 

ный оператор А является растяжением конуса. Тогда А имеет 
на К по крайней мере одну ненулевую неподзижную точку. 

Проверка условий (4.3) и (4.4) может быть упрощена, если при- 

влечь мажоранты АТ и миноранты А” оператора А. 
Теорема (4.16). Пусть сильная производная Фреше А’ (0) 

по конусу не имеет позитивных собственных значений, превос- 
ходящих или равных 1. Пусть сильная асимптотическая произ- 
водная А’ (со) по конусу имеет позитивное собственное значе- 
ние \,>Ти не имеет 1 своим позитивным собственным зна- 

чением. 
Гогда оператор А имеет на К по крайней мере одну не- 

подвижную ненулевую точку.
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Допустим дополнительно, что пространство ЕЁ слабо полно, 
единичный шар в Ё слабо компактен, конус К допускает оштука- 
туривание. В этих предположениях почти все утверждения главы 
сохраняют силу, если предположение о полной непрерывности опе- 
ратора А заменить предположением о его слабой непрерывности. 

Глава 5 

Непрерывные ветви положительных решений 

$ 1. Положительные решения уравнений с параметром 
Изучается уравнение 

x= A (x; в) (5.1) 

с положительным оператором А (5; в), зависящим от числового 
параметра №. Предполагается, что А (х; uw) вполне непрерывен как 
оператор от двух переменпых. 

Для доказательства существования решений при фиксирован- 
ных значениях параметра в применяются результаты предыдущей 
главы. Приведем в качестве нримера одно утверждение. 

Предположим, что оператор А при каждом фиксированном B 
имеет сильную производную Фреше А’ (9, в.) по конусу вида 

А’ (8; в) =вА* (9) 
и сильную асимптотическую производную А’ (55; 4) вида 

A’ (co; ») = pA" (co). 
Теорема (5.1). /ЛЛусть каждый из линейных операторов 

A’ (0) и А’ (со) имеет единственное позитивное собственное зна- 
чение, которое обозначим соответственно ho u di. Пусть 

A (6; ») == 0. 

Гогда ypasnenue (5.1) npu Kaxcdom ье (= ‚ >) имеет в ко- 
о x . 

нусе К по крайней мере одно ненулевое решение x (2). 
Если решение х (5) единственно, то оно непрерывно зависит OT 

параметра и. В общем случае единственность рещения х (+) места 
не имеет; поэтому непрерывную зависимость нужно понимать в не- 
котором обобщениом смысле. 

Множество ЖСс-Е образует, по определению, непрерывную 
ветвь, связывающую ограниченное замкнутое множество РСЕ 
с множеством Е\, если непусто пересечение множества 9% с гра- 
ницей каждой ограниченной области, содержащей РЁ и не имеющей 
общих точек с Л,,. 

Обозначим через Х (в) множество всех решений х (14) Е К урав- 
нения (5.1) при данном фиксированном значении параметра в. Если 
А (х; в) вполне непрерывен, то каждое Х (в) замкнуто и локально 
компактно. Оказывается (теорема 5.4), что в приведенных выще 
условиях (при мало существенных дополнительных предположениях)
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множество % всех решений уравнения (5.1) при всех в из про- 
межутка | 

re (x x] 
0 оо 

образует непрерывную ветвь, связывающую множества Х (1) 
и Х (5). 

В специальном случае, когда уравнение (5.1) имеет вид 

X == pAXx, (5.2) 

ненулевые решения (11) называют собственными векторами не- 
линейного оператора А. Этот термин принят по аналогии с теорией 
лннейных операторов, хотя роль собственных векторов в теории 
нелинейных уравнений весьма скромна из-за отсутствия принципа 
суперпозиции. Собственные векторы или собственные функции — 
это только ненулевые решения. 

Уравнение (5.2) често пишут в виде 

Ах = Ах. (5.3) 

Значения ^, при которых уравнение (5.3) имеет ненулевые реше- 
ния, пазывают собственными значениями. Совокупность собствен- 
ных значений называют снектром оператора А. | 

Теорема (5.5). Пусть Г — граница открытого ограничен- 
ного множества & < Е, внутренней точкой которого является 0. 
Пусть на ГПК определен положительный вполне непрерывный 
оператор А, причем 

шШЁ |Ах]|>0. (5.4) 
ХЕГПК 

Гогда оператор А имеет на Г (]К по крайней мере один 
собственный вектор ху Ах =№\Мх, которому соответствует 
положительное собственное значение №. 

Положительные векторы оператора А образуют, по определе- 
нию, непрерывную ветвь 3 длины г, если эта совокупность % 
всех положительных собственных векторов имеет непустое пере- 
сечение с границей Г каждого множества, содержащего 6 и содер- 
жащегося в шаре |х|!<г. Из последней теоремы вытекает, что 
положительные собственные векторы положительного вполне не- 
прерывного оператора А образуют непрерывную ветвь некоторой 
длины г, если А9-2-5. 

$ 2. Некоторые топологические теоремы. Последние две (из 
приведенных в предыдущем пункте) теоремы имеют топологическую 
природу. Оказывается, что их доказательство требует либо приме- 
нения теории степеней отображений, либо применения теории вра- 
щения векторных полей. 

$ 3. Операторы с монотонными минорантами. Условие (5.4) 
ограничительно, поэтому важны теоремы существования собствен- 
ных векторов, в которых нет этого условия. Основной метод дока-
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зательства таких теорем заключается в построении таких операто- 
ров А„, которые удовлетворяют условию (5.4) и которые сходятся 
к оператору А. Тогда существует такая последовательность Хи, 
что Аха = Аихи, где ^„ — некоторые неизвестные числа. Последова- 
тельность Ах, можно считать сходящейся, если А вполне непре- 
рывен. Поэтому для доказательства существования собственного 
вектора у предельного оператора А нужно нметь возможность 
совершить по некоторой подпоследовательности индексов предель- 
ный переход, а для этого достаточно, чтобы числа ^„ были ограни- 
чены снизу некоторым положительным числом. Доказательство 
ограниченности снизу чисел ^,„ представляет основные трудности. 

Приведем основной результат. 
Теорема (5.3). /Л/Лусть положительный вполне непрерывный 

оператор А имеет на множестве К, =К, {х:ХЕК, || < г} 
монотонную миноранту В: В монотонен и 

Ax > Bx (x € K,). (5.5) 

Пусть существует такой ненулевой элемент пЕК, что 

B(tu)>atu = =(0<t <9), (5.6) 
где « > 0и 1] — maKkoe 4ucno, 4mo us x >tuulxi<r 6umexaem 
ито [< |. 

Гогда А имеет в конусе К непрерывную ветвь длины г соб- 
ственных векторов. 

Если 8 — линейпый оператор, то условие (5.6) нринимает про- 
стой вид: Ви > аи. 

Понятие непрерывной ветви решений находит применение 
в вопросах, связанных с продолжением решений. Обычный метод 
продолжения решения по параметру существенно связан с локаль- 
ной единственпостью решения при каждом рассматриваемом значе- 
нии параметра. Ясно, что в существенно нелинейных задачах такая 
единственность места не имеет — при изменении параметра решения 
разветвляются, снова сливаются, появляются континуумы решений 
и т. д. Однако понятие непрерывной ветви позволяет описать общий 
принцип топологического продолжения (или топологического вклю- 
чения), охватывающий случай, когда при изменении параметра 
единственность решения не может быть гарантирована. Опишем 
этот общий принцип. 

Допустим, что нужно доказать существование решения в урав- 
нениях х == Ах. Пытаемся ввести в уравнение числовой параметр в 
так, чтобы новое уравнение (5.1) обращалось в первоначальное урав- 
нение при | == | и чтобы для уравнения (5.1) можно было установить 
существование непрерывной ветви 9 рещений, соответствующих не- 
которым неизвестным значениям параметра ‹х. Если параметр в введен 
удачно, то в ряде случаев удается показать, что значения пара- 
метра {, при которых уравнение (5.1) разрешимо, стремятся к не- 
которым пределам м, и м» когда нормы решений, например, стре- 

мятся к нулю и к бесконечности. Из того факта, что решения 
образуют непрерывную ветвь, нужно сделать вывод (этот вывод 
удается сделать при естественных ограничениях), что решения суще-



КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ |-—7 ГЛАВ 361 

ствуют при всех цЕ (Uo: Begg) Таким образом, существование реше- 

ния доказано, если 1E (Po Poo): 

Проведение описанной схемы, в частности, требует отыскания 
тех пределов, к которым стремятся значения параметра, когда 
нормы решений стремятся к нулю или неограниченно возрастают. 
Если решения — положигельны» собственные векторы, то пре- 
дельные значения параметра совпадают, вообще говоря, с позитив- 
ными собственными значениями операторов А’ (8) u A’ (co). 

Глава 6 

Уравнения с вогнутыми операторами 

$ 1. Единственность положительного решения и сходимость 
последовательных приближений. Пусть и, — некоторый фиксиро- 
ванный ненулевой элемент из конуса К. 

Оператор А назовем вогнутым, если для любого ненулевого 
хЕК справедливы неравенства 

1 () Uy < AX < B(x) Uy, (6.1) 
где а(х) и 3(х) положительны, и если для каждого такого элемента 
хЕК, чтоа, (х) ш < х-В, (х) цз (а, (х) > 0, В, (х) > 0), справедливы 
соотношения 

A (tx) > tAx (O<t< 1). (6.2) 

Теорема (6.1). ГГусть х, и х. — ненулевые положительные 
решения уравнения 

Ах == Ах (6.3) 

с вогнутым и монотонным оператором А, соответствующие 
различным значениям № и №, параметра ^. Тогда из №, < ^, сле- 
дует, что хх > Xo. 

В условиях этой теоремы уравнение имеет ненулевые решения 
и при всех AE (A), Х,), если (теорема 6.2) выполнено одно из допол- 
нительных условий: 

а) конус К сильно миниедрален, 
6) конус К правилен и оператор А непрерывен, 
в) конус К нормален и оператор А вполне непрерывен. 
Вогнутый оператор А называется ио-зогнутым, если условне (6.2) 

заменено более жестким ограничением: для каждого числа КЕ (0, 1) 
можно указать такое д = 1 (х; &) > 0, что 

A (tox) > (1 + 4) toAx. (6.4) 
Теорема (6.3). Уравнение (6.3) с монотонным и ш-вогну- 

тым оператором А не может иметь в конусе К двух ненуле. 
вых решений ни при каком значении параметра i. 

Утверждение этой теоремы справедливо и для таких операто- 

ров А, некоторая степень А? которых является ш-вогнутым опера- 
тором. Указывается класс операторов, квадрат которых является 
ио-вогнутым оператором. |
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Для нелинейных операторов справедливы признаки вогнутости. 
выраженные в свонствах производных, аналогичные соответствую- 
щим признакам вогнутости скалярных функций. 

Теорема (6.6). /Тусть х* — единственное ненулевое положи- 
тельное решение уравнения Ах = х с вогнутым и монотонным 
оператором А. Пусть выполнено одно из условий: 

а) конус К правилен и оператор А непрерывен, 
6) конус К нормален и оператор А вполне непрерывен. 
Гогда последовательные приближения 

хи= Ах, (n=l, 2,...) (6.5) 

сходятся по норме к х*, каково бы ни было начальное прибли- 
жение ху ЕК, хо 8. 

Еслн оператор А монотонен и ш-вогнут, а конус К нормален, 
то утверждение этой теоремы сохраняется без предположения 
о непрерывности оператора А. Более того, для уравнений с ио-во- 
гнутыми операторами последовательные приближения (6.5) при 
любом хо ЕК (хо=8) сходятся к х* по ш-порме (теорема 6.7). 

$2. Существование коитинуума собственных векторов. 
Для уравнений (6.3) с вогнутыми вполне непрерывными операто- 
рами существование непрерывной ветви решений при некоторых 
значениях ^ вытекает из общих результатов гл. 5. В объединении 
с теоремами единственности это приводит к следующему результату: 

Теорема (6.8). ГГозитивный спектр монотонного и щ-во- 
гнутого вполне непрерывного оператора А образует интервал 
(Ао hy). Решения х(\) (А <^<_\) уравнения (6.3) образуют 

однозначную непрерывную и убывающую вектор-функцию. 
Для вогнутых операторов, не обладающих свойством полной 

непрерывности, существование положительных собственных векторов 
не доказано. Но если известно, что есть один собственный вектор, 
то в случае вполне правильных конусов справедливы все утвер- 
ждения сформулированной теоремы. ` 

Границы А, и ^„ позитивного спектра оператора А определяются 

(теоремы 6.10 и 6.11), вообще говоря, как позитивное собственное 
значение сильной производной Фреше А’ ($9) по конусу и сильной 
асимптотической производной А’ (с5) по конусу. 

Все утверждения, относящиеся к уравнениям с вогнутыми опе- 
раторами, естественным образом обобщаются на случай, когда опе- 
ратор А определен пе на всем конусе К, а на некотором замкнутом 
множестве Гс-К, обладающем тем свойством, что каждый эле- 
мент х принадлежит Т вместе со всеми элементами tx (O<t< |). 

$ 3. Уравнения с выпуклыми операторами. Оператор А 
называется и -выпуклым, если выполнено условие (6.1) и если для 
каждого такого элемента хЕК, что а, (х) и < х< В (х) и 
(а, (х) > 0, В, (х) > 0), и для каждого В Е (0, 1) можно указать такое 
положительное 1 = 1 (х, &), что 

А (1х) < (1—1) В Ах. (6.6)
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Для уравнений с выпуклыми операторами не имеют места мно- 
ие утверждения, верные для уравнений с вогнутыми операторами. 
3 частности, неверна без существенных дополнительных предполо- 
кений теорема о единственности положительного решения. 

Принцип единственности. (/Тусть х* и х** — ненуле- 
ые положительные решения уравнения (6.3) с монотонным 
и-выпуклым оператором А. Пусть конус К телесен и один из 
элементов х* — х**, х** — х* может быть либо нулем, либо вну- 
пренним элементом конуса. Тогда x* = x™, 

$ 4. Приложения к задаче о точках бифуркации. Допустим, 
то 46 -=6. Тогда уравнение (6.3) имеет тривиальное нулевое реше- 
ние 09 при всех значениях чнслового параметра ^. Число № (№ > 0) 
называется точкой бифуркации для оператора А, если каждому 
Е > 0 соответствует такое значение ^, которое удовлетворяет не- 
равенству |^ —Л№| < и при котором уравнение (6.3) имеет по 
крайней мере одно ненулевое решение х(/), удовлетворяющее 
условию |х (\)| < ec. 

Предположим, что оператор А (48 -= 6) допускает представление 

Ах = Вх + Cx + Dx, . (6.7) 

где В — линейный оператор, С — однородный оператор порядка $ > 1, 
р — члены высшего чем $ порядка. Предполагается, что оператор В 
имеет простое собственное значение А, >> 0, которому соответствует 
собственный вектор Йо: ВВ, == Лойо; каждый элемент хЕЁ допускает 
едннственное представление в виде 

X= Px +6 (x) Ao, 

rae P— линейный оператор нгоектирования на несодержащее fy 
инвариантное подпространство оператора В, & (х) — линейный функ- 
ционал; оператор В коммутирует с Ри 

Bx = PBx 4-)o§ (x) No (x € £). (6.8) 

Оператор С удовлетворяет условиям 

C (ix) ==ГСх, [Сх, — Сх, |< ФП — хо (хх < 7). 
(6.9) 

Оператор О удовлетворяет условиям 

Их =о(] хр), [Рх, — Ох, < 9 (Г) хр — №1 
(хо |<, gar) =0 (77) ). (6.10) 

В подпространстве Ву оператор В —\/ имеет непрерывный 
обратный. 

Число № является в этом случае точкой бифуркации для опе- 
ратора А. Если вынолнено дополнительное условие 

E(Chy) + 0, (6.11) 
то имеет место ряд простых и важных утверждений. Отметим, что 
неравенство (6.11) описывает общий случай.
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Теорема (6.12). Пусть выполнено условие (611). Тогда 
можно указать такие гг > Оби 5 > 0, что 

1. Уравнение (6.3) при \ =), не имеет ненулевых решений 
в шаре |х| < "о. 

2. Если $ четно, то при |\—\№ | < 3% уравнение (6.3) имеет 
в шаре |х|]< Го единственное непрерывно зависящее от \ нену- 
левое решение х (\), причем 

sign § [- (A)] = sign § (Ch) - sign (A — Ap), (6.12) 

| Wx (A) —§ [x Q)] Poll << MELAS (6.13) 
u 

JI ss 
; СМ — № [т х < М Мм (6.14) 

где 
1 

lim M, (A) = lim M, (A) =|Е (СВ) [5-1 (6.15) 
A>o A> do 

3. Если $ нечетно и &(Ch,) > 0, то уравнение (6.3) не имеет 
в шаре |х'<, ненулевых решений при ЛЕ (№ — 3%, №) и имеет 
ровно два непрерывно зависящих от Х ненулевых решения x, (A) 
и х. (№) при hE (Ay, № +5). Эти решения удовлетворяют усло- 
виям (6.13), (6.14) и 

$18 п & [х, (^)] > 0, 3181 Е [хо (^)] < 0. (6.16) 

4. Если $ нечетно и (Сп) < 0, то уравнение (6.3) не имеет 
в шаре |х|<го ненулевых решений при КЕ (№, Ao +89) и имеет 
ровно Ова непрерывно зависящих от ^ ненулевых решения х, (^) 
и хо (А) при ЛЕ (№ — Bo, Ay). Эти решения удовлетворяют усло- 
виям (6.13), (6.14), (6.16). 

Существенная часть доказательства этой теоремы заключается 
в установлении единственности ненулевого решения, удовлетворяю- 
щего одному из условий (6.16). Оказывается, что уравнение (6.3) 
можно заменить эквивалентным с оператором А, который ш-вогнут, 
если €(Chy) < 0, и ш-выпукл, если 8 (Сло) > 0, на некотором спе- 
циальным образом конструируемом конусе. После этого единствен- 
ность вытекает из общих теорем. 

Глава 7 

Приложения 

Общая теория приложима к исследованию тех задач, которые 
могут быть сведены к уравнениям с операторами, оставляющими 
ннвариантным некоторый конус. В главе приведены простейшие 
примеры приложений к нескольким задачам. 

§ 1. Существование положительных решений у интеграль- 
ных уравнений. Рассмотрим вначале линейный интегральный опе- 
ратор 

Ax (t) = | k(t, s) x(s) ds (7.1) 
2
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с неотрицательным ядром А (, $). Оператор А оставляет инвариант- 
ным конус К неотрицательных функций в том функциональном 
пространстве, в котором он действует. 

Относительно всех рассматриваемых в этом параграфе линей- 
ных интегральных операторов А предполагается, что они шШ-поло- 
жительны и, более того, что для каждой неотрицательной и не 
равной тождественно нулю фучкции х (т) выполнены неравенства 

ао (#) < Ах (1) < Ви, (1) (¢ € Q), (7.2) 

где а и В положительны, а иу(Ё) — некоторая неотрицательная 
функция. Чтобы условие (7.2) было выполнено, достаточно, чтобы 
ядро А (Е, $) удовлетворяло неравенствам 

Uo (2) 9 (S)< RE, 8) < Uy (£) $ (S) (7, s€ 2), (7.3) 

где ф ($) и (Ss) неотрицательны, обращаются в нуль лишь на мно- 
жествах нулевой меры и обладают тем свойством, что 

[* 5) 2) 4 [+ 6) 96) 4 
Q 2 

< со, < со (х (ЕР). 

        

Неравенства (7.3) можно заменить менее ограничительным, но более 
сложно проверяемым условием (лемма 7.1): каждому множеству 
9, с: 8 ненулевой меры соответствует такое = (®,) > 0, что 

я [ k(t, s)ds< [ k(t, sy)ds — (169). (7.4) 
2 2, 

Если линейный интегральный оператор (7.1) вполне непрерывен 
в функциональном пространстве Ё и удовлетворяет условиям (7.2), 
то у него есть единственная нормированная неотрицательная соб- 
ственная функция; этой собственной функции соответствует про- 
стое собственное значение, которое строго больше абсолютной вели- 
чины всех остальных собственных значений. Для оператора (7.1) 
справедливы и другие теоремы гл. 2. 

Изучаются различные вопросы о неотрицательных решениях 
нелинейного интегрального уравнения 

х (= f k{t, s, x(s)] ds. (7.5) 

Предполагается, что выполнены условия, при которых инте- 
гральный оператор 

Ах (1) = [ ЕЕ $, х (5)1 45 (7.6) 
2 

вполне непрерывен в некотором функциональном пространстве Ё. 
В случае, когда Е — пространство С непрерывных функций, 
полная непрерывность вытекает, например, из непрерывности 
Е (Е, $, и) по совокупности переменных. Если выполнено неравенство 

[Е (Е, $, и) ЗА(Ь 3) (аи), 

25 Зак. 2918. М. А. Красносельский
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где а > 0, f f (R(t, $) Аа; < ив - |, то оператор {7.6) 

2 2 
действует и вполне иепрерывен в каждом NpoctpanctBe L,, rye 

p>, qt << to 
При естественных предположениях оператор А дифференцируем 

по Фреше (в обычном смысле или по конусу}; его производ- 
ная А’ (8) определяется равенством 

A’ (8) x(t) = [ P(t, s) x(s)ds, (7.7) 
Q 

где 

Р (Е, $) = ky (t, s, 0). 

Если 
I 

lim —A&(t, s, u)= Qt, 5), 
ti>+oo U 

то при естественных дополнительных предположениях оператор (7.6) 
сильно асимптотически лннеен по конусу неотрицательных функ- 
ций, причем 

А" (со) х (#) = f Q(t, s) x(s) ds. (7.8) 
< 

Оператор (7.6) оставляет инвариантным конус неотрицатель- 
ных функций, если 

R(t, s, и) >0 (tf, s€2, и>0). (7.9) 

Если выполнено дополнительное условие 

зир А (&, $, и) «Эр ШЕЕ (Е, $, и) ($69, и>0), (7.10) 
tee tee 

то оператор (7.6) оставляет инвариантным более узкий конус К 
функций, удовлетворяющих неравенству 

$ t) < o inf x (f). 7.11 sup x (4) pine (2) (7.11) 

Из теорем гл. 4 вытекают различные условия существования 
неотрицательных решений у уравнения (7.5). 

Если выполнено условие (7.9), то для существования у уравне- 
ния (7.5) по крайней мере одного неотрицательного решения доста- 
точно (теорема 7.4), чтобы ядро линейного оператора (7.8) не имело 
собственных значений, которые больше или равны 1 

Если Ё (1, $, 0) ==0, то уравнение (7.5) имеет тривиальное нуле- 
вое решеиие. Если при этом линейные операторы (7.7) и (7.8) суще- 
ствуют и и‚-положительны (например, их ядра удовлетворяют усло- 
виям (7.3) или (7.4) ), то для существования второго неотрицатель- 
ного решения достаточно (теорема 7.5), чтобы либо выполнялись
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неравенства 
hg < 1 < he, 

либо неравенства 
hoo <1 < Ag, 

где через № и Ах обозначены наибольшие собственные значения 
линейных интегральных операторов (7.7) и (7.8). 

Рассмотрим более частный класс уравнений 

x()= | k(t, s)f[s, x(s)] ds (7.12) 
© 

с непрерывным положительным ядром А (Ь, $). Если 

1($, 0) ==0, f(s, u)>0, f(s, u)>au'*™—b (и>0, 

где а, 6, =, > 0, то для существования у уравнения (7.12) полажи- 
тельного решения достаточно (теорема 7.6), чтобы спектр ядра 

/ 

Е (1, $) Г, (5, 0) лежал в круге радиуса ру < 1. 
Единственность неотрицательного и не равного тождественно 

нулю решения у уравнения (7.5) или уравнения (7.12) вытекает 
непосредственно из теорем о вогнутых операторах. если А (Ё $, и) 
или /(Ь и) (соответственно в случае уравнения (7.5) или уравне- 
ния (7.12)) вогнута по переменной и. 

Для уравнений с выпуклыми нелинейностями единственность 
ненулевого неотрицательного решения удается доказать лишь при 
жестких ограничениях (теорема 7.8). 

Из теорем гл. 5 об онераторах с мопотонными минорантами 
вытекает, что существование у интегрального оператора (7.6) кон- 
тинуума неотрицательных собственных функций обеспечивается 
неравенством 

Е $ и) > Р Зи ({ $569, и>0), 

где ядро Р (&, $) удовлетворяет, например, условию (7.3) илн усло- 
вию (7.4). . | 

На других приложениях общей теории к нелинейным инте- 
гральным уравнениям мы не останавливаемся. 

$ 2. Первая краевая задача для эллиптических уравнений 
второго порядка с нелинейностями. Пусть ® — ограниченная 
открытая область №-мерного пространства. Граница Г области 2 
предполагается достаточно гладкой. Рассматривается дифферен- 
циальное выражение 

№ N 

7 O2u ди 
ш0=— Ура иг + (0 аи. (43) 

i,j=l t=] 

25*
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где t= {#,.... Фу} ЕЯ, 8 = 9-1 Г; предполагается, что - 

N N , 

> aééi >> (y > 90) 
i, j=l i=l 

при любых #,..., &, а функция @(#) неотрицательна. Коэффи- 
цненты дифференциального выражения (7.13) считаются гладкими. 

Функция Грина дифференциального оператора Ё при нулевых 
граничных условиях неотрицательна и удовлетворяет условию (7.4). 
Это позволяет применить общие теоремы гл. 4—6 и 2 к исследо- 
ванию первой краевой задачи для уравнений с оператором (7.13). 

Теорема (7.10). Краевая задача 

ALu (t) = u(t), u(t) lrer= 0 (7.14) 

имеет единственную нормированную неотрицательную co6- 
ственную функцию, которой соответствует положительное 
собственное значение \№. Собственное значение № простое. Если 
существуют другие собственные значения, то их абсолютные 
величины строго меньше dog. 

Рассмотрим теперь нелинейную краевую задачу 

ди ди Lu «хе о ge) в(0|сг=0. (7.15) 

Будем предполагать, что функция | 

Л(Ь и, 9) = У (Ё.... t yy» и, 9»... Un) 

непрерывна по совокупности переменных в области О (169, ип > 0, 
—5<у9,..., 9 < 09) и принимает в этой области неотрица- 
тельные значения. 

Из теорем об операторах с монотонными минорантами выте- 
кает, что для существования у краевой задачи (7.15) континуума 
неотрицательных решений, соответствующих некоторым значениям 
параметра ^, достаточно, чтобы выполнялось условие 

f(t, u, v) Sau (46 и, 9} 69, а>0). (7.16) 

Перейдем к задаче 

0 ди 
Ги (=s(t и, 7 see a): u (t) lier =9. (7.17) 

1 
Если 

f(t, 0,0,...,0)=20 (#69), 
то задача (7.17) имеет тривиальное нулевое решение. Из теорем 
об операторах, сжимающих конус. вытекает, что для существова- 
ния нетривиального неотрицательного решения достаточно (тео- 
рема 7.12) ‘выполнения следующих условий: 

а) функция Л(Ь и, ч) удовлетворяет в области Q HepaBeHCTBY 

0O< f(t, u, v)<at bu (a, b> 0), (7.18)
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где 5. <1, а № — наибольшее собственное значение краевой 
задачи (7.14); б) наибольшее собственное значение линейной крае-_ 
вой задачи 

Ми = Уи (Ь 0, 0) и, u(t) pep =0 

удовлетворяет условию Л (8) >> 1. 
Близкую теорему об условиях существования нетривиального 

неотрицательного решения можно получить и как следствие теорем 
об операторах, растягивающих конус (см. теорему 7.13). 

Рассмотрим, наконец, более простую краевую задачу 

Lu=f(tu), и (ист = 0. (7.19) 

Если функция /( и) по переменной и не убывает н вогнута, 
то эта задача приводится к уравнению с #.-вогниутым оператором. 
Отсюда вытекают различные утверждения о единственности нетри- 
виального неотрицательного решения. о сходимости к нему после- 
довательных приближений и т. д. (см. теоремы 7.14 и 7.15). 

$ 3. Существование положительных периодических реше- 
ний у системы обыкновенных дифференциальных уравиений 
первого порядка. Изучается система обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений 

ах GLA Bice жи) 
ns (7.20) 

Pm tnt Xu oor Xn); 

предполагается, что правые части периодичны по { с периодом ® 
и: достаточно гладки. 

Допустим, что каждая функция А (6 х,..., хи) удовлетворяет 
условию 

(Хх... Xi 0, хнь.... Хи) > 0. (х; > 0 при j #2). (7.21) 

Тогда каждая точка конуса К, составленного из векторов с не- 
отрицательными компонентами, при движении по траекториям си- 
стемы (7.20) не выйдет из конуса К. Предположим, что каждая 
траектория продолжима на промежуток времени, равный в (это 
существенное ограничение в окончательных формулировках He 
участвует), и определим преобразование А конуса К в себя по 
следующему правилу: Ах — это точка, в которую перейдет точка х 
ири движении по траектории системы за время ®. Каждая непо- 
движиая точка преобразования А конуса К в себя определяет, оче- 
видно, периодическое решение системы (7.20). 

Описанная схема позволяет из общих теорем гл. 4—6 получить 
признаки существования положительных периодических решений. 
риведем один пример. >. п:
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Допустим, что система (7.20) имеет тривиальное нулевое реше- 
ние. Введем обозначения 

д. by = Ze fill Oe) I= yev 

и рассмотрим линейную систему 

ах 
Яр = вх! о... Е Вахь, 

... . (7.22) 

Ч Хи 
= Вх... + Вили: 

Будем предполагать, что функции 6;; (Ё) положительны при {= ]. 
Коэффициенты системы (7.22) периодичны по Е с периодом в. Обо- 
значим через № нанбольшее собственное значение матрицы моно- 
дромии системы (7.22). 

Оказывается, что для существования нетривиального периоди- 
ческого решения у системы (7.20) достаточно, чтобы выполнялось 
либо условие 

в в 

№>1, DS ii (Xn os х,) <0 при х;,>0 и больших У, хь 
i=] t=] 

либо условие 

в п 

№ <Ё, Dd ui (х,..., Хи) 20 при х;>0 и больших У хь 
i=] i=] 

Первое из этих условий соответствует операторам, сжимающим 
конус, а второе — растягивающим конус. 

Если система (7.20) при больших значениях аргументов ведет 
себя как линейная система и если наибольшее собственное значе- 
ние матрицы монодромии : этой линейной системы обозначить 
через ^, то условия существования нетривиального неотрицатель- 
ного периодического решения можно формулировать особенно 
просто. Достаточно (теорема 7.20), чтобы выполнялись либо нера- 
венства 

dy <1 < do, 
либо неравенства 

Лю <1<\.. 

$ 4. Двухточечная краевая задача. Изучаются различные 
вопросы, связанные с неотрицательными решеннями задачи 

d*x dx 
eT rt х, чт —=0, х(0)=х(1) =0, (7.23)
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где функция f(7, х, у) непрерывна по совокупности переменных. 
Задача (7.23) после замены 

ах ar = v(t), «(0)=+«(1)=0 

приводится к уравнению 

1 1 

v(t) =f | [a (& $) 9 ($) 4$, | С, (Е, $) 9 ($) | ‚ (7.24) 

0 
где 

(1—5), ecm t<s, 

$(1—1#), если 5<Ь (7.25) 
С (Ь =| 

Оператор Р, определенный правой частью уравнения (7.24), вполне 
непрерывен в пространстве С непрерывных на [0, 1] функций. 

Если выполнено условие 

F(t, x, y)>0 (ЕСО, 1], «p20, —wm<y<oo), 

то оператор Р оставляет иивариантным конус К неотрицательных 
функций. Это позволяет применить к исследованию задачи (7.23) 
результаты гл. 4—6. 

Сформулируем здесь один результат (который, впрочем, может 
быть получен и без перехода к интегральным уравнениям). 

Рассмотрим случай, когда задача (7.23) имеет тривиальное 
нулевое решение. Пусть 

а (Е) =f) (Е, 0, 0), lim sup | ret x, y)— 6 (t)| =0. 
x~>+00 t, yl * 

Из теорем об операторах, растягивающих или сжимающих конус, 
вытекает (теорема 7.23), что задача (7.23) имеет по крайней мере 
одно нетривиальное ненулевое решение, если каждое нетривиальное 
решение одного из линейных уравнений 

d2x 
ЕТ +b(t)x=0 

  

d?x 
пе На (9х =0, 

не обращается дважды в нуль на (0, 1), а второе из указанных 
уравнений имеет хотя бы одно решение, дважды аннулирующееся 
на (0, 1). 

Двухточечная задача для системы 

    

ах, aX, Ч Хи 

Ga tale Я. Xn at 9.) dt )=0, 

т а (7.26) 

4 хп 9х. den) 
dt? | Ля (1 Ар ’ Xn dt ’ ’ dt — 0
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заключается в отыскании решений, удовлетворяющих краевым 
условиям 

X, (0) == x2 (0) = ... = хи (0) =х, (1) =х. (=... =лх,(1 =0. 

(7.27) 

Для исследования этой задачи также можно применить методы, 
развитые в гл, 4—6, если 

ДС, Ху... Ал» Ув. Yn) > 0 (7.28) 

(t € [0, lj, ^^... Xn > 9, —- COX Vay wees Yn SQ, i=l,..., n). 

$ 5. Периодические решеиия систем второго порядка. Если 
функция / (В х, у) периодична по ЕЁ с периодом 2 и нечетна по # 
и х одновременно: 

ЛЕ-о, х, у) == Х(Ь х, у), У(-Ь Хх, У) =. -— Л(Ь х, у), (1.29) 

то каждое решение х (2) двухточечной задачи (7.23) может быть 
продолжено в периодическое решение уравнения 

42х ах 
+ AG x, ar) == 0. (7.30) 

Для этого достаточно продолжить решеиие с промежутка [0, 1] на 
промежуток [—1, 1] как вечетную функцию, а затем на остальные 
значения { как периодическую функцию. Таким образом, каждую 
теорему существования решения у двухточечиой задачи (7.23) 
или (7.26) — (7.27) можно трактовать как теорему о существовании 
периодического решения у соответствующего уравнения или системы 
уравнений. 

Специфичные трудности возникают при нзучении автономных 
систем. Эти трудности вызваиы тем, что период решения а р\оп 
неизвестен. 

Рассмотрим вначале систему без трения: 

ах 

a + 81 (x), в. оу Xn) = 0. 

- 5 e e ® . . + (7.31) 

а? хи 
5 81 (Жь ..., Ха) =0. 

`Произведем замену 
t= wt. (7.32) 

Тогда система (7.31) запишется в виде 

4х 
“Far + 078: (Sr ves Xn) =0, 
e e ° ® e e * . e e ° e e e ® (7.33) 

ax 

dt? + 07 Sp (x), р ое» Xn) = 0.



КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ |—7 ГЛАВ 373 

Очевидно, замена (7.32) устанавливает взаимно однозначное соот- 
ветствие между периодическими решениями с периодом 2% системы 
(7.31) и периодическими решеииями с периодом 2 системы (7.33). 
Если функции &,(х,.... х„) нечетны по совокупности перемениых: 

8, —Хь ох Фу — xX) 8 (4p eos x.) (x, 29, р j= l, eoes п), 

(7.34) 

то для доказательства существования периодических (с периодом 2) 
решений у системы (7.33) можно доказывать существование реще- 
иий двухточечиой задачи. Вопрос же о решениях двухточечной за- 
дачи приводится к исследованию системы интегральных уравнеиий 

] 

] Gif, $) 5 ix, (s), coor АИ (s)] ds = ae (s), * 

© 

ооо ооо ооо ооо (7.35) 

} 

] Ч(Ь $) вп [х, ($), ..., хр ($)] а$ = £n(5), 

0 

где С (Е, $) — функция (7.25). Система (7.35) может рассматриваться 
как задача о собственных функциях некоторого интегрального опе- 
ратора в простраистве непрерывных вектор-фуикций. Это позволяет 
применить, например, теоремы об операторах с монотонными мино- 
рантами. Проведениые рассуждения приводят, в частности, к сле- 
дующему утверждению: 

Теорема (7.24). Пусть &,(х,.... х,))>20 при х, >0 

(1 /==1,..., п), пусть функции Е. (х›... х„) Удовлетворяют 

условию (Т.34) и пусть по крайней мере одна из функций 
(<, ... Х„) Удовлетворяет неравенству 

Въ (Ху, ++ х„) > АХ, (x, 29, 1=1,..., П, k > 0). 

Тогда система (7.31) имеет континуум различных периодических 
решений. 

Перейдем к рассмотрению системы общего вида: 

4х, _ dx, dx, 
— dt? =filty vee Xn; Па ›°°” чи“), 

© ооо © Ф 9 $ ое (7.36) 

ах, _ ax, aAXn 
Gata In (a вое) Xn) dt’ eve) i): 
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Замена (7.32) приводит к более сложиой, чем. (7.35), системе: 

dx, 9 1 dx, 1 dx, 
TO (See Ae SG eS ge)!     

+ e e e ° e e ® e * e e ° * e e e 

1 ах, 1 ахи` 
‘wo 45 '°’’’° о 4 }- 

Однако и здесь применимы общие результаты гл. 4 — 6. 
Если, иапример, правые части уравнений (7.36) нечетны по со- 

вокупности переменных х;,..., Х„» То для существования у си- 
стемы (7.36) континуума различных периодических решений доста- 
точно (теорема 7.25), чтобы выполнялись неравенства 

< (ль...) Хь Ур... Ул) < в (м... +) + № 

(x, 29, —CO<Y, SM, i, Е=1,..., п) 

    

и чтобы нашлось такое % > 0, что 

F(X veer Har Ver eens Va) ey (4, + ee #,) 

O<*, <8,   
CODY, SOs i, У, k=1,..., п), 

где А, < №. В условиях этой теоремы система (7.36) имеет перио- 
дические решения всех пернолов 2%, где ® удовлетворяет нера- 
венствам 

п <о < п 

V nk, V nk, 

$ 6. Задача Дирихле для уравиения Моижа — Ампера. 
Через ® обозначим ограничеиную выпуклую область в плоскости 
{х, у; Г— граница области ®. Предположим, что удельная кри- 
визиа кривой Г ограиичена сиизу. 

Рассматривастся вопрос о существовании решений уравнения 

rt — s? 
—_———_—— = f (x, у, =, Р, 4) (0 <а< |, (7.37) 
(7+4?) ~ 

удовлетворяющих пулевому граиичиому условию 

= (х, у) г = 0. (7.38) 

Предполагается, что функция /(х, у, г, р, а) (1х, у} ЕТ, 2>0, 
— © <р, 4 < 9) непрерывна по совокупности переменных, неот- 
рицательиа и равномерно ограиичеиа, если значения 2 принадлежат 
конечному промежутку. 

Выясияется, что краевая задача (7.37) — (7.38) равносильиа 
операторному уравиеиию 

г (х, у) = В (х, у) = А.Л[х, у, 2 (х, у), 2х (х, у) г, (х, У)], (7.39).
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где A,—o6pameHve оператора Monmka—Amuepa (rt—s?) x 

xX (1 + Р? -+ 4?) “ при граничном условии (7.38). 
Оператор В преобразует в себя конус К неотрицательных и 

удовлетворяющих условию (7.38) выпуклых функций. Это позволяет 
применить к исследованию уравнения (7.39) (то есть к исследова- 
нию краевой задачи (7.37) — (7.38) ) общие принципы. 

Выясняется, что для существования по крайней мере одного 
решения у краевой задачи (7.37) — (7.38) достаточно выполнения 
условия 

О<х(х, у, 2, р, 4) < 

(теорема 7.26). | 
Предположим дополнительно, что Х(х, у, 0, 0, 0) ==0. Тогда 

краевая задача имеет тривиальное нулевое решение. Для существо- 
вания еще одного уже нетривиального решения достаточно (тео- 
рема 7.27), чтобы кроме условия (7.40) было выполнено неравенство 

Л(х, у, 2, р, 9) S a,2?-* (О<2<5.), (7.41) 

re Qo, Е и 8, — некоторые положительные числа. 
Теорема (7.28). Если Х(х, у, г, р, а) ==Х(х, у, г) и О<а«<1, 

причем Х(х, у, =) не убывает по г и однородна по = порядка 
1<2(1— =), то краевая задача (7.37) — (1.38) имеет не более 
одного нетривиального рещения. 

Иитересно отметить, что эта теорема единственности нетри- 
виального решения получена в условиях, когда нет принципа мак- 
симума. 

В сформулировавиых выше утверждениях нредполагалось, что 
7 (х, у, 2, р, 9) по переменной г растет существенно медленнее 22. 
Приведем один призиак существования ненулевого решения, охва- 
тывающий случай «сильных» нелинейностей по г. 

Теорема (7.29). Пусть найдутся такие 5 >0и М. > 0, 
что 

a, (i+ 27), если VO<a< il, 
(7.40) 

a,In'~§(2+-z), ecau a= 

71 
f(x, у, г, Р, 4) < аз2 O<z<%) 

u 

И (х, у, г, р, 9) > а42* (22 Му, 
где 11, {2 > 2, 43, а4 > 0. Тогда краевая задача (7.37) — (7.38) имеет 
кроме тривиального нулевого еще по крайней мере одно ре- 
щение. | 

Отметим в заключение, что без труда указываются условия 
существования у рассматриваемой краевой задачи мпогих (и даже 
бесконечного числа) решений. Для этого достаточно, чтобы функ- 
ция /(х, у, 2, р, 4) имела перемежающиеся участки быстрого и 
медленного роста по перемениой г.
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Известно небольшое число работ, в которых классиче- 
скими методами изучаются задачи, связанные специально 
с положительными решениями различных нелинейных уравне- 
ний. Отметим здесь статью П, С. Урысона [1], посвящен- 
ную рассмотрению одного класса нелинейных интегральных 
уравнений. Эта статья П. С. Урысона ряд лет была мало- 
известна; после переиздания ее в 1949 г. (П. С. Урысон [2]) 
она привлекла внимание и послужила отправным пунктом 
для многих исследований. 

Естественным орудием исследования положительных реше- 
ний являются методы функционального анализа, оспованные 
на использовании полуупорядоченных пространств, теория 
которых связана с именами Ф. Рисса, М. Г. Крейна, 
Л. В. Канторовича, Г. Фрейденталя, Г. Биркгофа 
и др. Методы полуупорядоченных пространств к задачам 
о положительных решениях в различных аспектах применя- 
лись многими авторами (приведенный в конце книги список. 
работ не претендует ка полноту). 

В настоящей книге использована теория полуупорядочен- 
ных пространств в той геометрической трактовке пространств 
с конусами, которая была развита М. Г. Крейном и его 
учениками. 

Отметим здесь, что первые результаты, относящиеся 
к вполне непрерывным операторам, оставляющим инвариант- 
ным конус, были получены М. А. Рутманом. 

Излагаемые в книге методы исследования положительных 
решений нелинейных операторных уравнений были развиты 

в основном автором и его учениками Л. А. Лады женским, 
И. А. Бахтиным и В. Я. Стеценко, отдельные резуль- 
таты публикуются впервые (ссылки на соответствующие 
работь сл. далее).
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Глава | 

Пространства с конусом 

$ 1.'В изложении основных понятий, относящихся к про- 
странствам с конусом, мы следуем М. Г. Крейну (см. 
М. Г. Крейн и М. А. Рутман [1]). М. Г. Крейном еще до 
войны была подготовлена рукопись монографии по теории 
конусов; к сожалению, эта рукопись не была опубликована. 
В рукописи М. Г. Крейна содержались, в частности, и 

утверждения, близкие к многим фактам, изложенным в пер- 
вой главе. 

$ 2. Понятие нормального конуса введено М. Г. Крей- 
ном. Признак нормальпости телесного конуса был указан 
Д. П. Мильманом (см. М. Г; Крейн и М. А. Рутман [1]. 
М. Г. Крейи указал признак нормальности конуса в свойст- 
вах сопряжениой полугруппы. И. Л. Бахтин [2, 4] указал 
признак нормальности конуса, содержащий теорему 1.2. 
Близкий критерий нормальности ранее был установлен 
Ю. И. Гросбергом и М. Г. Крейном [1]. Теорема 1.1 в той 
форме, в какой она приведена, указана в статье М. А. Красно- 
сельского [8]. 

$ 3. По-видимому, впервые и,-норма введена и изучена 
М. Г. Крейном (см. Н. И. Ахиезер и М. Г. Крейн [1]). 
Существенную роль играет щ-норма в ряде работ ленинград- 
ских математиков (см. Л. В. Канторович, Б. 3. Вулих, 
А. Г. Пинскер [1]). 4, -норма применялась и изучалась и дру- 
гими авторами (см., например, М. Г. Крейн и С. Г. Крейн [1], 
И. А. Бахтин и М. А. Красносельский [2]). 

Отметим, что М. Г. Крейн называет конус острым, если 
норма монотонна на нем. 

$ 4. Общая теория линейных положительных функцио- 
налов в банаховых пространствах с конусом развита М. Г. Крей- 
ном; в книге приведены лишь те факты этой теории, кото- 
рые используются в дальнейших построениях. 

Понятия равномерно положительного функционала и ко- 
нуса, допускающего оштукатуривание, введены М. А. Красно- 
сельским [8]. Впрочем, свойство конуса допускать оштука- 
туривание (без выделения этого свойства в специальное 
понятие) использовалось и ранее. 

$ 5. Правильные и вполне правильные конусы выде- 
лены в статье М. А. Красносельского [8]; в этой статье
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приведены и теоремы 1.6—1.8. Теорема 1.9 доказана 
В. Я. Стеценко. 

$ 6. Теоремы 1.10—1.13 были ранее приведены статье 
М. А. Красносельского [8]. Посгроения п. 3 используют 
специальные функциональные пространства, выделенные 
В. Орличем [1, 2]. Использованные в этих построениях 
свойства норм элементов из пространств Г”, были установлены 

ранее совместио М. А. Красносельским и Я. Б. Рутицким [1]. 
‚$ 7. Понятие  миниэдрального  копуса принадлежит 

М. Г. Крейну. Пространства с миниэдральными и сильно 
миниэдральными конусами — это различные классы КВ-про- 
странств МЛ. В. Канторовича; теория таких пространств 
детально изложена в книгах Л. В. Канторовича, Б. 3. Ву- 
лиха и А. Г. Пннскера [1] и Б. 3. Вулиха [1]. Примеры 
в конце параграфа предложены В. Я. Стеценко; ему при- 
надлежит изложение доказательства теоремы 1.14 (аналогич- 
ое доказательство изложено в книге Л. В. Канторовича, 
Б. 3. Вулиха и Л. Г. Пинскера). 

$ 8. Осповные результаты параграфа — принадлежат 
В. Я. Стеценко [1, 3]. Теорема 1.6 припадлежит И. А. Бах- 
тину [4]. Понятия К-правильного и вполне К-правильного 

конуса предложены М. А. Красносельским. 

Глава 2 

Линейные положительные операторы 

$ 1. Класс щ-положительных операторов был выделен 
и изучен М. А. Красносельским и Л. А. Ладыженским 
(см. М. А. Красносельский и Л. А. Ладыженский [2], 
М. А. Красносельский [4, 5]). Теорема 2.2 была сформулиро- 
вана как гипотеза М. А. Красносельским и доказана 
В. Я. Стеценко; в книге дано новое доказательство. 
Остальные результаты ранее не указывались. Отметим, что 
теорема 2.3 может рассматриваться как обобщение теоремы 
М. Г. Крейна о непрерывности положительного функционала 
ма телесном конусе (дальнейшее обобщение дано в статье 
И. А. Бахтина, М. А. Красносельского и В. Я. Стеценко [1]). 

$ 2. В п-мерном вещественном пространстве с ко- 
нусом К из векторов с неотрицательными  координа- 
тами положительный линейный оператор — это матрица



ЛИТЕРАТУРНЫЕ УКАЗАНИЯ 379 

с неотрицательными элементами. Существование у таких 
матриц собственных векторов с неотрицательными коор- 
динатами было установлено Перропом. П. С. Александров и 
Г. Хоп показали, что теорема Перрона может быть дока- 
зана при помощи топологической теоремы Брауэра о не- 
подвижной точке, 

Некоторые утверждения о матрицах с неотрицательными 
элементами, дополняющие теорему Перрона, приведены 
в книге Ф. Р. Гантмахера [1]. 

Аналогом теоремы Перрона на случай линейных инте- 
гральных операторов 

Ax (t) = Гас 5) х ($) 45 

2 

является теорема Ентча [1], в которой утверждается, что 
линейный интегральный оператор Л имеет положительную 
собственную функцию, если ядро А ($, $) непрерывно и поло- 
жительно. В развитие идеи П. С. Александрова и Г. Хопфа 
доказательство теоремы Ентча было получено М. Л. Рутма- 
ном [1, 2]. Этот результат позволил перейти к более деталь- 
ному анализу линейных положительных операторов. Основ- 
ные результаты здесь были получены М. Г. Крейном. 

Существование собственных векторов в конусе К у опе- 
раторов, оставляющих этот конус инвариантным, при 
различных дополнительных предположениях доказано в статье 
М. Г. Крейна и М. А. Рутмана [1]. В частности, доказан- 
ная в ЭТОЙ статье теорема существования собственного 
положительного вектора у вполне непрерывного оператора 
близка к теореме 2.5 (в настоящей книге дано другое до- 
казательство; ср. М. А. Красносельский [5]). В статье 
М. Г. Крейна и М. А. Рутмана дано доказательство тео- 
ремы 2.9. 

Теорема 2.6 близка к одной теореме Э. Роте. 
В п. 6 рассматриваются операторы в слабо полных про- 

странствах. Теоремы 2.7 и 2.8 допускают обобщение. Можно 
в пространстве Е рассматривать слабую топологию, по- 
рожденную не всеми линейными функционалами, а некоторым 

линейным множеством Ебо функционалов. От конуса К тогда 
нужно потребовать, чтобы на нем можно было определить 

равномерно положительный функционал /(х)ЕЕо. Опера-
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тор А должен быть слабо непрерывен в той слабой тополо- 

гии, которая определяется множеством Еб линейных/ функ- 
ционалов. 

Tak, например, если Е -- пространство инейных 
функционалов на некотором сепарабельном банаховом про- 

странстве Ё\, то в качестве Ед можно рассмотреть множе- 
ство тех функционалов /(х), которые можно представить 
в виде 

f(x)=x (Фо), 

где $, — некоторая фиксированная точка пространства Ё;. 
Пространство Е, в этом случае слабо полно и слабо ком- 
пактно. Если К состоит из функционалов, ‘положительных 
на телесном KOHyce K,CE,, то на конусе К будут равно- 
мерно положительными все функционалы / (х) = х ($5), где 
Фу — внутренний элемент конуса К,. В рассматриваемом 
случае А непрерывен в слабой топологии, порожденной 

множеством Ео линейных функционалов, если А является 
линейным оператором, сопряженным некоторому оператору, 

действующему в пространстве Е\. Последний описанный слу- 
чай детально изучался М. Г. Крейном (см. также М. Г. Крейн 
и М. А. Рутман [1]); рассуждения М. Г. Крейна положены 
в оспову доказательства теоремы 2.7. 

М. Г. Крейном были также изучены совокупности комму- 
тирующих друг с другом положительных операторов в со- 
пряженном пространстве; у таких операторов есть, вообще 
говоря, общий собственный вектор; этот тонкий факт со- 
держит ряд важных утверждений типа теоремы Н. Н. Бого- 
любова и Н. М. Крылова о существовании инвариантных мер 
в компактных динамических системах. 

Для нелинейных операгорных уравнений, которым по- 
священа книга, роль сопряженных операторов в настоящее 
время невелика. Поэтому важные в других задачах резуль- 
таты М. Г. Крейна здесь не излагаются. 

Ряд предложений о собственных векторах операторов, оста- 
вляющих инвариантными два конуса К и К, (КСК), был 
установлен И. А. Бахтиным [3, 4]. 

$ 3, 4. Исследование кратности позитивного собственного 
значения и сравнение этого собственного значения с осталь- 
ными для случая матрицы с положительными элементами 
было проведено Перроном, а для интегральных операторов
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с положительными ядрами — Ентчем. Для операторов А, 
оставляющих инвариантным телесный конус К и сильно 
положитёльных в том смысле, что А”х(хЕК, х-= 8) при 
некотором п является внутренним элементом конуса К, 
аналогичные результаты изложены в статье М. Г. Крейна и 
М. А. Рутмана [1]. 

Соответствующая теория для щ-положительных операто- 
ров изложена в книге М. А. Красносельского [5]. Здесь даны 
существениые дополнения и упрошения. В частности, при 
этом использованы некоторые соображения И. А. Бахтина [4]. 

Теорема 2.12 была указана в статье М. А, Красно- 
сельского [8]. 

$ 5. Неоднородные линейные уравнения с положитель- 
ными интегральпыми операторами специальному анализу под- 
вергались впервые, по-видимому, П. С. Урысоном [1], кото- 
рый установил предложения, являющиеся простейшим анало- 
гом теоремы 2.16. Неодноролные уравнения с абстрактными 
положительными операторами рассматривались Л. А. Лады- 
женским [2] и И. А. Бахтиным [3, 4]. 

Теорема 2.16 указана М. А. Красносельским. Теоремы, 
доказанные в п. 4, являются развитием EMM 0б оценке 
коэффициента (М. А. Красносельский [4, 5]). 

Пункт 2 написан совместно с А. Ю. Левиным. 

Глава 3 

Дифференцируемость по конусу 

$ 1. Основные факты дифференциального исчисления 
в банаховых пространствах изложены в курсах Л. А. Лю- 
стерника и В. И. Соболева [1] и Л. В. Канторовича и 
Г. П. Акилова [1]. Более детальное изложение см. в книге 
Хилла [1]. 

Понятия производных по конусу были предложены 
М. А. Красносельским. Производные по конусу некоторых 
интегральных операторов найдены в статье М. А. Красно- 
сельского и Л. А. Ладыженского [3]. 

В связи с теоремами 3.1 и 3.2 М. А. Красносельским 
на семинаре был поставлен вопрос о совпадении класса вос- 
производящих и несплющенных конусов. Положительный 
ответ на этот вопрос был получен И. А, Бахтиным (его 

926 Зак. 2918. М. А. Красносельский
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доказательство воспроизведено в книге). Как нам сообщил 
М. Г. Крейн, еще в 1940 г. несплющенность некоторых 
классов воспроизволящих конусов была veranoyhens ИМ, 
а затем в общей форме В. Л. Шмульяном. Доказательство 
В. Л. Шмульяна заключалось в установлении полноты про- 
страиства Е по норме 

xl}; inf (lzl--llol) 
u,vEK, U-Vv=X 

и в дальнейшем использовании теоремы Банаха о непрерыв- 
ности обратного оператора. 

$ 2. `Дифференцируемые на бесконечности операторы 
были выделены в специальный класс, по-видимому, впервые 
М. А. Красносельским [2] (см. также М. А. Красносель- 
ский [5]). Вычисление сильных асимптотических производных 
по конусу некоторых нелинейных интегральных операторов 
проведено в статье М. А. Красносельского и Л. Л. Лады- 
женского [3]. 

$ 3, 4. Часть теорем этих параграфов была приведена 
в статье М. А. Красносельского [9]. Недавно Ю. В. Покор- 
ный усилил теоремы 3.7, 3.9 и 3.12, освободившись от прел- 
положения о полной непрерывности (или слабой непрерыв- 
ности) изучаемых операторов. 

Глава 4 

Существование положительных решений 

$ 1. Теорема 4.1 при условии 4.14 установлена Бирк- 
гофом [1]. | 

Сходимость последовательных приближений к решению 
в условиях 4.16 и 4.18 использовалась многими авторами 
и является общеизвестным фактом. Более общее утверждение, 
чем теорема 4.1 и теорема 4.2, доказано в статье И. А. Бах- 
тина и М. А. Красносельского [3]; это более общее утвержде- 
ние содержит и теорему 4.3. 

Термин «лемма о двух милиционерах» взят из студенче- 
ского фольклора. 

$ 2—4. Часть результатов была указана в статье 
М. А. Красносельского [9].
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Глава 5 

Непрерывные ветви положительных решений 

$ 1. Понятие непрерывной ветви введено М. А. Красно- 
сельским [4]. 

Простейшая теорема существования собственного вектора 
у абстрактного нелинейного положительного оператора была 
доказана Э. Роте [1]. Некоторые также простые теоремы 
существования собственных неотрицательных функций у не- 
линейных операторов были получены М. А. Рутманом (см. 
М. Г. Крейн и М. А. Рутман [1], 8 9). 

Изложенные в параграфе теоремы в основной своей части 
получены М. А. Красносельским и опубликованы ранее. 

$ 2. По поволу основных топологических понятий см. 
П. С. Александров [1], или Л. С. Понтрягин [1], или 
М. А. Красносельский [5]. 

Доказательство теоремы 5.5 в основном повторяет при- 
ложение М. А. Красносельского к статье М. А. Красно- 
сельского и Л. А. Лалыжеиского [2]. 

$ 3. В основном повторены теоремы, ранее публико- 
вавшиеся автором. 

Глава 6 

Уравнения с вогнутыми операторами 

$ 1. Основные понятия и основные факты теории во- 
гнутых операторов были введены и установлены М. А. Красно- 
сельским и Л. А. Ладыженским (см. М. А. Красносельский 
и Л. А. Ладыженский [2], М. А. Красносельский [5)). 
Существенное дополнение и усовершенствование теория во- 
гнутых операторов получила в диссертации И. А. Бахтина [4] 
(см. также И. А. Бахтин [1, 5]). В частности, им был вы- 
делен класс операторов, рассматриваемый в теореме 6.5; им 
был подвергнут специальному исследованию класс операто- 
ров, вогнутых на некотором конусе в смысле полуупоряло- 
чениости, порожденной вторым конусом. В настоящей книге 
теория вогнутых операторов получила дальнейшее развитие; 
определения несколько изменены. 

Теоремы 6.6 и 6.7 были ранее опубликованы (И. А. Бах- 
тин и М. А. Красносельский [2, 3]). 

26*
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$ 2. Результаты пп. 1, Зи 4 близки к ранее опублико- 
ванным (№. A. Красносельский и Л. А. Ладыжеиский [2], 
М. А. Красносельский [5]). 

Для доказательства существования собственных векторов 
у вогнутых вполне непрерывных операторов И. А. Бахтин 
предложил специальный прием. Вначале рассматриваются, 

Vv 
как обычно, операторы A,X = AxX-+-—, где 9 — подходя- 

щим образом полобранный элемент. Так как А6 -Е6, то 
существование собственных векторов удается доказать ме- 
тодом последовательных приближений; далее доказывается 
существование непрерывной ветви собственных векторов 
у вогнутых операторов А,‚„. Затем доказывается ограничен- 
ность снизу чисел A, B paBelcTBax A, x, == A,X, (||x,|| == const), 
и собственный вектор оператора А конструируется как пре- 
дел некоторой подпоследовательности Хи, Мы предпочли 

сохранить доказательство, опирающееся на топологические 
соображения (в случае вогиутого оператора достаточно при- 
менять принцип Шаудера). 

$ 3. Попытка выделить классы выпуклых онераторов, 
для которых справедлива теорема единственности положи- 
тельного ненулевого решения, была предпринята по моему 
предложению Л. А. Ладыженским и И. А. Бахтиным. Оба 
они независимо получили предложения, близкие к лемме 6.3. 

Л. А. Ладыженский [2] указал ряд примеров выпуклых 
операторов, для которых теорема единственности певерна. 
Исследование И. А. Бахтина [4] уравнений с выиуклыми 
операторами содержит ряд тонких соображений; однако 
полученные им результаты мало эффективны и далеки от 
окончательных. 

Приведенный в книге принцип единствениости для урав- 
нений с выпуклыми операторами указан М. А. Красносель- 
ским в связи с изучением специального класса интегральных 
уравнений с выпуклыми нелинейностями (см. гл. 7, 6 1). 

$ 4. Основная теорема 6.12 принадлежит М. Л. Красно- 
сельскому. 

Уравнение (6.70) — это уравнение разветвления, возни- 
кающее в теории Ляпунова — Шмидта ветвления малых ре- 
шений, Отметим, что при некоторых дополнительных пред- 
положениях о гладкости рассматриваемого оператора тео- 
рема 6.12 может быть доказана значительно проще. Однако
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нам представляется, что приведенное в книге доказательство 
представляет самостоятельный интерес. 

Леммы 6.5 — 6.7 для одного частного случая приведены 
и доказаны в статьях И. А. Бахтина и М. А. Красно- 
сельского [2, 3]. 

Глава 7 

Приложения 

$ 1. Условия полной непрерывности линейных интеграль- 
ных операторов для различных функциональных пространств 
см. в общих курсах функционального анализа (С. Банах [1], 

`Л. А. Люстерник и В. И. Соболев [1], Л. В. Канторович и 
Г. П. Акилов [1] и др.). Необходимые и достаточные усло- 
вия полной непрерывности линейного интегрального опера- 

тора в пространстве С найдены Радоном [1]. Условия пол- 
ной непрерывности линейных интегральных операторов 
в пространствах Орлича см. в книге М. А. Красносельского 
и Я. Б. Рутицкого [1]. Специальный анализ интегральных 
операторов типа потенциала приведен С. Л. Соболевым [1]. 
Важные условия полиой непрерывности линейных иитеграль- 
ных операторов были найдены Л. В. Канторовичем [1]. 
Некоторые новые теоремы указапиы М. А. Красносельским 
и ЕЁ. И. Пустыльциком [1]. 

Условия полной непрерывности пелинейпых интеграль- 

ных операторов устанавливались многими авторами, начиная 
с В. В. Немыцкого [1, 2]. Наиболее общие условия полной 
непрерывности оператора (7.6) в пространстве С были ука- 
заны Л. А. Ладыженским [1, 2]. Теорема 7.1 (в другой фор- 
мулировке) доказана М. А. Красносельским и Л. А. Лады- 
женским [1] (см. также М. А. Красносельский [5]). Дальней- 
шее усиление дано М. А. Красносельским и Е. И. Пустыль- 
ником [1]. Условия полной непрерывности нелинейных иите- 
гральных операторов в пространствах Орлича найдены 
М. А. Красносельским и Я. Б. Рутицким [1]. 

Условия дифференцируемости интегральных операторов 
устанавливались многими авторами; в параграфе новых ре- 
зультатов в этом направлении нет. Пункты 4 и 9 написаны 
в соответствии со статьей М. А. Красносельского и 
Л. А. Ладыженского [3].
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Ряд теорем о положительных собствейных функциях 
интегральных операторов с вогнутыми нелинейностями, как 
мы уже упоминали, установил П. С. Урысон [1]. Метод 
Урысона был применен и развит рядом авторов; отметим 
в связи с этим работы И. А. Бахтина [4], А. И. Гусей- 
нова [1], А.И. Гусейнова и Я: Д. Мамедова [1], Я. Д. Ма- 
медова [1—5]. Для некоторых весьма специальных классов 
нелинейных интегральных операторов теоремы существова- 
ния положительных собственных функций методами теории 
конусов доказал М. А. PytmMan (см. М. Г. Крейн и 
М. А. Рутман 4[1]). Положительные собственные функции 
нелинейных интегральных операторов изучались М. А. Красно- 
сельским [4, 5], Л. А. Ладыженским [2], И. А. Бахти- 
ным [4] и др. 

Приведенные в параграфе теоремы единственности поло- 
жительного решения для случая вогнутых нелинейностей по 

существу являются обобщениями теорем Урысона, при- 
менявшего другой метод исследования. Условия единствен- 
ности для уравнения с выпуклыми нелинейностями указы- 
ваются, по-видимому, впервые. 

В силу теорем 6.6 и 6.7 положительные решения инте- 
гральных уравнений с вогнутыми нелинейностями могут быть 
получены как предел последовательных приближений. Этот 
факт (при некоторых дополнительных предположениях) 
содержится частично в статье П. С. Урысона [1]; построе- 

ния этой статьи существенно основываются на специальных 
свойствах начального приближения, причем не указывается 
способ построения начального приближения, обладающего 
этими свойствами, а лишь доказывается существование такого 
приближения. Сам П. С. Урысон в [1] не интересуется во- 
просом о сходимости последовательных приближений, так 
как они в его построениях играют важную, но вспомога- 
тельную роль. 

$ 2. Общие факты, относящиеся к эллиптическим опе- 
раторам, см. в книге Миранды [1]. 

Интегральное неравенство (7.68) и теорема 7.9 установ- 
лены М. А. Красносельским и П. Е. Соболевским [1]; 
в указанной статье рассмотрен вопрос о том, какими свой- 
ствами гладкости должны обладать коэффициенты дифферен- 
циального оператора и границы области, чтобы выполня- 
лось интегральное неравенство. Интересно было бы устано-
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вить справедливость аналогичных неравенств для случая об- 
ластей с кусочно гладкой границей. 

Остальные результаты не отмечались, насколько нам 
известно. 

$ 3. В части, относящейся к общей теории дифферен- 
циальных уравиений, приведены лишь хорошо известные 
факты, изложенные многими авторами (см., например, 
Ф. Р. Гантмахер [1], Дж. Сансоне [1]). Принцип Пуанкаре 
точечных преобразований получил широкое развитие в рабо- 
тах горьковских математиков. Выделение инвариантных ко- 
нусов при применении принципа Пуаикаре указано (по-види- 
мому, впервые) М. А. Красносельским [9]. 

$ 4. Основоположная работа по двухточечной задаче 
принадлежит С. Н. Бернштейну [1]. Эта работа послужила 
отправным пунктом для многих исследований; многие резуль- 
таты подытожены в книге Дж. Сансоне {1}. Методы функ- 
ционального анализа в двухточечной задаче применялись 
М. А. Красносельским [3], А. И. Перовым [1], М. П. Семе- 
новым [1] и др. К двухточечной краевой задаче для неко- 
торого конкретного уравиения второго порядка приводит 
задача о продольном изгибе сжатого стержня; эта задача 
методами функционального анализа исследована М. А. Красно- 
сельским и И. А. Бахтиным (см. М. А. Красносельский [4, 5], 
М. А. Красносельский и И. А. Бахтин [1]); часть результатов 

другим методом была получена позже Я. Д. Мамедовым [5]. 
Отметим, что исследование И. А. Бахтина и М. А. Красно- 
сельского первой формы потери устойчивости сжатого стер- 
жня основано на сведёнии задачи к операторному уравнению 
с вогнутым на некотором конусе оператором. 

Изложенные в параграфе факты, относящиеся к линейной 
двухточечной задаче, в близкой форме изложены у Сансоне [1]. 

Теоремы о неотрицательных решениях двухточечной 
краевой задачи для нелинейного скалярного уравнения, 
доказанные в параграфе, могут быть получены методами, 
основанными на изучении угловых функций решений (см. 
Дж. Сансоне [1], А. И. Перов [1]). В частности, в работе 
А. И. Перова [1] доказаны утверждения, содержащие тео- 
ремы 7.22 и 7.23. 

В конце четвертого пункта сделано замечание о един- 
ственности решения двухточечной задачи в случае, когла 
функция f(x) в уравнении (7.170) выпукла. Этот факт,
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по-видимому, известен, однако мы не знаем, где он в общем 
виде доказан. Доказательство указанного факта нам сооб- 
шил А. И. Перов; его доказательство по методам далеко 
от настоящей книги. | 

Соображения, изложенные в пп. 5 и 6, принадлежат 
И. Я. Бакельману и М. А. Красносельскому [2]. 

$ 5. Общая схема применения методов функционального 
анализа в теории нелинейных колебаний, примененная в пара- 

графе, была указана М. А. Красносельским [6, 7]. 
$ 6. Изучение уравнений с операторами Монжа — Ам- 

пера проводилось, начиная с классических работ С. Н. Берн- 
штейна, многими математиками; А. Д. Александровым, 

А. В. Погореловым, Лере и др. По-видимому, впервые 
в их теории топологические методы (прийцип Шаудера) 
применил И. Я. Бакельман [5]. При этом И. Я. Бакельман 
использовал, с одной стороны, геометрические методы, 
созданные и развитые в работах А. Д. Александрова и 
А. В. Погорелова, и, с другой стороны, предложил новые 
функционально-аналитические соображения. 

Изложенные в параграфе теоремы получены совместно 
И. Я. Бакельманом и М. А. Красносельским [1].
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